Capitolo 1

Sistemi meccanici discreti non
vincolati

Introduciamo gli strumenti per descrivere il moto di un sistema di punti materiali
Py, ..., Py dotati di masse myq, ..., my, soggetti a forze esterne assegnate, che si possono
muovere liberamente nello spazio ambiente.

1.1 Spazio, tempo e sistemi di riferimento

Assumiamo che lo spazio ambiente sia uno spazio euclideo tridimensionale, che
indichiamo con il simbolo E2?. Esso ¢ dunque uno spazio affine reale di dimensione
tre a cui & associato! uno spazio vettoriale V3 dotato di un prodotto scalare, che
indichiamo con -, cioe di una forma bilineare simmetrica definita positiva V3x V3 —
R. Possiamo introdurre su V2 la norma

|u| = VU - u, icV?
e, con questa, la distanza tra i punti di E3:
d(PvQ):|P_Q|7 P7Q€E3'

Introduciamo anche lo spazio prodotto G = E? xR, che chiamiamo spazio—tempo
di Galileo. Gli elementi di G si chiamano eventi. Si puo pensare G come composto
da fibre della forma E3 x {t}, al variare di t € R. A queste fibre, che chiamiamo
spazi degli eventi simultanei, possiamo attribuire la stessa struttura euclidea di E3.
Possiamo quindi misurare la distanza d tra eventi simultanei tramite la formula

d(P,1),(Q.1) =d(P,Q),  (P1),(Q,t) €G.

Iscelti comunque due punti P,@Q € E? la loro differenza P — @ ¢ un vettore di V3. Inoltre,
scelti comunque un punto @ € E3 e un vettore ¥ € V? la loro somma @ + ¥ & un punto P € E?
e si ha P— @Q = ¥. In questo contesto la somma P + @ di due punti di E? non ha senso.
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Prodotto vettoriale

Chiamiamo prodotto vettoriale (o prodotto vettore) su V3 un’applicazione V3 x
V3 — V3 bilineare, antisimmetrica, che denotiamo con X, tale che

i)

i) ¥ xv-

—

eu-v =0 allora |u x 9| = |ul||v],

»n

=UXW- U

&

Y
per ogni 4, ¥, w € V3.
Osservazione 1. Dalla proprieta antisimmetrica seque che
@ xd=0, Vi € V2. (1.1)

Proposizione 1. Sullo spazio V3, dotato del prodotto scalare -, possiamo definire
solamente due prodotti vettoriali x', X", il cui risultato differisce solo per il segno
e, scelta una base ortonormale {€1, és, €3}, risulta

él X/égzég, ég X/égzél, ég X/élzég,
él x" ég = —ég, ég x" ég = —él, é3 x" él = —ég.

(1.2)

Dimostrazione. Utilizziamo il seguente risultato:

Lemma 1. Le relazioni(1.2) definiscono due applicazioni bilineari e antisimme-
triche x', x" che soddisfano le proprieta i), ii).

Dimostrazione. Assumiamo che, fissata una base ortonormale {é;, é, €3}, valga
la prima delle (1.2). Verifichiamo la i) mostrando che vale la relazione

@ x' §)? = |[aP|o]? — (@-6)%  4,3e Ve (1.3)

Dati 4, v € V? scriviamo

3
U= E uiéi, v = E Ujéj,

i=1 j=1
per certi u;,v; € R, per cui
3
R ~ I A ~ I A
ux' v= uv;€; X' € = (wiv; — ujv;)é; X' é;
j=1 1<i<;j<3

i’
= (Uﬂ)g — ’LLQ'Ul)ég -+ <U2U3 — U3U2)é1 -+ (U3U1 — 'Lbl’ljg)éQ,
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quindi
|’L_I: X/ 17‘2 = (uwz — u21)1)2 + (U2U3 — U3?)2)2 + (U3U1 — U1U3)2.

Facendo alcune cancellazioni si ottiene

[ <" G| — |6)?|T]* = —2(urugv1vy + Ui uzvIV3 + UgzVaU3) — UTVY — UGVE — UFVS

2
= —(uyvy + ugvy + uzvs3)”.

Inoltre, poiché la base {é;, és, €3} € ortonormale, si ha

U1V1 + UV + U3V = Uu - 17,

che dimostra (1.3).
Visto che le applicazioni x’ e - sono bilineari, per verificare la ii) basta notare
che essa vale sugli elementi della base ortonormale.? Infatti, in tal caso per ogni
U, v, w € V3 si ha
3 3
ux'v-w= (Zuzéz x/
i=1 =

3 3
~ A~ A~ /] A N
UjGj) . E wpep = E UiV;Wp€; X €5+ €p,

= Jj=1 h=1 i,5,h=1
3 3 3 3
= E uinwhéj x/ éh . él = ( E ’Ujéj x/ E whéh> . E Uléz =0 x' W - u.
i,5,h=1 Jj=1 h=1 i=1
Se vale la seconda delle (1.2) si procede in modo analogo.
O

Concludiamo adesso la dimostrazione della Proposizione 1. Consideriamo un’ap-
plicazione V3 x V3 — V3 bilineare e antisimmetrica con le proprieta i), ii) del
prodotto vettore elencate sopra. Per ogni ¥ € V3, dalla ii) e da (1.1) si ha

U X U E v, Vi € V2, (1.4)
dove

vt ={w eV w- v=0}
Data una base ortornormale {€;, é;, €3} di V2, da i) segue che |é; x &3] =1 e da
(1.4) si ha

€1 X éy € é N éy = span(és),
quindi
él X ég = :té3

%si usa la proprieta antisimmetrica per dire che éjxeé;=0,j=123.
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Inoltre, se €, X éy = +é€3, si ha anche
ég X é3 = él, é3 X él = ég. (15)

Infatti, ragionando come prima si ottiene €3 X €3 = +€; e, se valesse é; X €3 = —é,
usando ii) avremmo la seguente contraddizione:

—]_:éQXég'élzél Xég'égzl.
La seconda relazione in (1.5) si dimostra in modo simile. Procedendo in modo
analogo si ottiene che se invece vale €; X é; = —é3 si ha
ég X é3 = —él, é3 X él = —ég.
O

Nel seguito considereremo solo terne ortonormali levogire, cioe terne che soddi-
sfano la cosiddetta regola della mano destra: se distendiamo il pollice, I'indice e
il medio della mano destra in modo che queste dita descrivano tre direzioni ortogo-
nali seguendo la conformazione naturale della mano, esse indicano rispettivamente
Iorientazione dei vettori €1, €5, €3 di una terna levogira.

Data una terna levogira, conveniamo di scegliere il prodotto vettoriale x’ su
V3, che indicheremo con x per semplicita. Varranno quindi le formule

él X ég = ég, ég X é3 = él, ég X él = ég. (16)
Esercizio 1. Mostrare che vale la sequente proprieta (formula del prodotto triplo):

(@ X 6) x @ = (i -0)7— (¢-®)4, 45 c V. (1.7)

Notiamo che il prodotto vettoriale non ¢ associativo, infatti dalla formula del
prodotto triplo e dalla proprieta antisimmetrica otteniamo

(UXxV)xW—UuXx (VxwW)=(u-J)w—(v-w)u
che in generale e non nullo.

Dato ¥ € V3, ogni vettore 4 € V3 si pud scomporre in modo unico come
combinazione lineare di due vettori ortogonali, uno dei quali e parallelo a v:

u
S @= ol D+ o x (@x o), (18)

—_

9 infatti

19 - o

U X (U x v) = |v]°u — (u - U)v.

<1

!
¥
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Il termine (u - ¥)/|d| & la proiezione ortogonale di 4 lungo ¥ e 1’angolo 6 € [0, 7]
tra ¢ e U ¢ definito da

—

v

g

cosf = (1.9)

|U

i~

Dalle relazioni (1.3), (1.9) si ottiene

|4 x ¥| = |u||v]V1— cos? 0 = |ul|U|sinb.

Dati
x1 Y1
T = T2 , Y= Y2
z3 Y3

vettori di R3, introduciamo il prodotto scalare

3
Ty = thyha
h=1

e il prodotto vettoriale

x XY= (Toys — x3y2)er + (T3y1 — T1y3)€2 + (T1y2 — T2y )es,

dove
1 0 0
€e; = 0 s €9 — 1 s €3 — 0
0 0 1

sono i vettori della base canonica di R3. Osserviamo che valgono le formule

e; X ey = ey, ey, X eg =eq, e3 X €1 = éq.

Sistemi di riferimento

La descrizione del moto di un sistema di punti materiali richiede 'introduzione di
un sistema di riferimento, che permetta di individuare la posizione dei punti nello
spazio ambiente in cui avviene il moto.

Un sistema di riferimento (o pilt brevemente un riferimento) in E? & una mappa
continua

ts B(t) = (O(1), éu(t), és(t), €s(t)) € E® x (V?)?

definita su R o su un intervallo I C R, in cui O = O(t) € E? si chiama origine del
riferimento, ed i vettori &; = €;(t) € V3, che indicano le direzioni degli assi, sono
tali che

€;(t)-€;(t) =405 Vi, j, Vt,
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dove d;; ¢ il delta di Kronecker, che vale 1 per ¢ = j, 0 per ¢ # j.

Per indicare gli elementi di un sistema di riferimento > useremo la notazione
piu semplice O €;é5€3, oppure Oxyz. Nel caso del moto in un piano scriveremo
anche Oé;é,, oppure Oxy, per indicare gli elementi del riferimento in tale piano,
intendendo che il vettore é3 & ortogonale al piano e la terna {é;, é;, €3} soddisfa
le relazioni (1.6).

Rappresentazione in coordinate

Dato un punto P € E3 e un riferimento > = O €;é,€3, possiamo associare in modo
unico a tale punto un vettore di coordinate in R3:
3
E? SP+—xZp=P—-0 = Zl’zéz € V3 > Tp = (l‘l,ZEQ,ZL‘g)T S R3, (110)
i=1
dove il simbolo “I” indica 'operazione di trasposizione, cioe &p € un vettore co-
lonna. In seguito, nella scrittura delle formule, utilizzeremo sia la notazione in
V3 (indicando i vettori con un simbolo in grassetto con la freccetta sopra, o come
differenza tra punti) che quella in coordinate in R* (simbolo in grassetto senza
freccetta).

1.2 Descrizione del moto

Il moto di un punto P € E3 & una mappa
tw P(t) € E? (1.11)

definita su R o su un suo intervallo.
Dato il moto P(t) e un riferimento ¥ = O &,€5€3, possiamo definire ad ogni istante
t la posizione di P relativa a ¥ come

3
CEPZP—O: E l’iéi,
i=1

dove z; = x;(t) sono le coordinate di P al tempo ¢ in X. Il moto di P & anche
dato dalla mappa t +— x(t) = (z1(t), x2(t), z3(t))T delle sue coordinate al variare
del tempo. Se esistono le derivate prima e seconda di x;(t), i = 1,2, 3, possiamo
definire la velocita e 'accelerazione di P relativa a X rispettivamente come

3
. d .
Up = d_t(P - O)‘z = ;_1 Li €4,

d2

3
a’P:@(P_O)’Z = Zzlxzéz
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Tramite la (1.10) possiamo identificare queste quantita con i rispettivi vettori delle
loro coordinate in R3:

xp = (11,29, 73)7, wvp=1dp=(i1,39,73)", ap=dp = (i,i i3)".

Nel seguito eviteremo di scrivere I'indice P quando sara chiaro il punto a cui ci
riferiamo, quindi ad esempio scriveremo &, al posto di €p,xp.
L’operazione di derivata temporale di una mappa vettoriale ¢ — u(t) € V3
dipende dalla base in cui si scrivono le componenti e quindi dalla scelta del riferi-
e

mento. Utilizzeremo la notazione < ‘ w ber indicare esplicitamente tale dipendenza.

1.3 Le equazioni del moto

Le forze

Dato un sistema di N punti materiali e fissato un riferimento X = O é1és€3
assumiamo che la forza agente sul punto P; sia esprimibile da una funzione

F (V)N x (VYN xR — V2

che dipende solo dalle posizioni &; = P, — O e dalle velocita v; = %(Pi -0) |Z dei
punti del sistema e dal tempo ¢, quindi

F, = F,(Zy,...,&N,V),...,UN,1).
In coordinate nel riferimento ¥ questa si scrive come una funzione
F: (RHY x (RH)Y xR — R?

delle variabili @, ..., ®xN, v, ..., 0N,
Nel Capitolo 4 mostreremo come cambiano le forze agenti sui punti P; al variare
del sistema di riferimento scelto.

Le equazioni di Newton

Il principio del determinismo meccanicistico ci dice che la conoscenza dello
stato cinetico (posizione e velocita) di un sistema di N punti materiali ad un certo
istante permette di determinare tutta la sua evoluzione temporale.

Dato un sistema formato dai punti P;,7 = 1,..., N, di masse m;, soggetti
alle forze 14?‘1 nel sistema di riferimento ¥, assumiamo che valgano le equazioni di
Newton (secondo principio della Dinamica). Pit precisamente, siano

ﬁz(fl,...,fN), 17:<’171,...,’17N)
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i vettori delle posizioni e velocita degli N punti. Se

!

-Fi' - (:i'a 67 t)

~

e la forza agente sul punto P, i = 1,..., N, allora si assume che il moto ¢t — ()
sia soluzione del sistema di equazioni differenziali del secondo ordine

—

oppure, in coordinate in X2,
m;&; = Fy(x, ,t) 1=1,...,N. (1.13)

Le equazioni precedenti si possono scrivere come sistema del primo ordine intro-
ducendo le incognite v;:

zbi:'vi .
{’i]ZILE($vt) Zzl,...,N. (1.14)

Il sistema (1.14) insieme alle posizioni e velocita dei punti a un certo istante iniziale
definiscono un problema di Cauchy. L’esistenza e 1'unicita di una soluzione di
questo problema in un intorno del tempo iniziale e assicurata dalla teoria delle
equazioni differenziali se le funzioni F; sono, ad esempio, di classe C*.

Esercizio 2. Trasformare in un sistema del primo ordine le equazioni di Newton

mi = —yzx,
mij = x? + x9).

1.4 1 riferimenti inerziali

Trattiamo adesso i sistemi di riferimento inerziali, nei quali ‘ogni corpo persiste nel
suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme fino a quando non sia costretto a
mutare il suo stato dall’azione di una forza.”® Questa ¢ la formulazione che Newton
da al suo primo principio della Dinamica, o principio di inerzia.

31. Newton, da Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687). ‘Corpus omne perse-
verare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus
impressis cogitur statum suum mutare.’
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Trasformazioni di Galileo

Consideriamo l'insieme G delle trasformazioni affini dello spazio-tempo di Galileo
E3 xR che conservano gli intervalli di tempo tra due eventi, con la loro orientazione,
e la distanza tra eventi simultanei. Fissato un sistema di riferimento, possiamo
identificare lo spazio-tempo di Galileo con lo spazio delle sue coordinate R? x R e
considerare G agente su quest’ultimo.

Sia Mg(n) l'insieme delle matrici quadrate di ordine n € N a coefficienti reali.
Introduciamo l'insieme

OB3)={Ac Mg(3): AAT = ATA =1}

delle matrici ortogonali di ordine 3, dove I ¢ la matrice identita. Osserviamo che,
per A € O(3), si ha 1 = det(AAT) = (det A)?, per cui det A = +1. Denotiamo
con SO(3) I'insieme delle matrici di O(3) che hanno determinante uguale a 1.

Proposizione 2. (Eulero) Gli elementi di SO(3) diversi dall’identita sono ma-
trict di rotazione attorno ad un asse passante per lorigine.

Dimostrazione. Mostriamo che ogni matrice R € SO(3) ha l'autovalore 1. Per
ogni x € R? da Rz - Rz = R"Rx - © = x - x segue che |Rx| = |z|, ciot R &
una isometria. Dunque se A ¢ un autovalore di R si ha |A] = 1. Vale inoltre la
relazione seguente:

det(R — I) = det R" det(R — I) = det(RT(R —I)) = det(I — RT) = det(I — R),

dove abbiamo usato il fatto che det(RT) = det(R) = 1 e il teorema di Binet.* Se
A e una matrice di ordine 3, per le proprieta dei determinanti si ha

det(—A) = (—1)*det(A) = — det A.

Concludo che
det(R—1) =0,

quindi R ha l'autovalore \; = 1. Gli altri autovalori Ay, A3 devono soddisfare le
condizioni

Aoz =1, |Aa| = |As] =1,
quindi si hanno 3 casi:® i) Ay = A3 = 1, ii) Ay = A3 = —1, iii) A3 = Ay € C\ R,
X =p+iv,u,veR, v#D0.
Nel caso i) si ha R = I, cioe R rappresenta la rotazione che lascia invariato
ogni elemento di R3.

4per ogni coppia di matrici quadrate A, B dello stesso ordine si ha det(AB) = det A det B.
5% indica il numero complesso coniugato a z € C.
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Se R # I l'autospazio V; relativo all’autovalore A\; = 1 ha dimensione uno
perché, se avessimo dim V; = 2, potremmo completare l'insieme {1, x5} composto
da due autovettori ortonormali di V; ad una base ortonormale {x, s, z3} di R?
e, in questa base, la matrice associata alla trasformazione lineare definita da R
sarebbe diagonale. Infatti i suoi coefficienti sono dati da x; - Rx; e si ha

ﬂ)i‘RiBj:ﬂ:i'II)j:O,

sei=1,2,3, 7=1,2 con i # j. Dato che det R = 1 si avrebbe quindi che R = I,
contro l'ipotesi fatta. Quindi ogni matrice R € SO(3) diversa dall’identita ha
esattamente un asse di punti fissi (asse di rotazione).

Nel caso ii) l'autospazio V_; di Ay = —1 ha dimensione 2. Infatti, due auto-
vettori unitari @, € Vi, x; € V_q relativia Ay = 1 e Ay = —1 sono ortogonali
poiché

Ty x; = RTRxy -1 = Rxy- Rxy = —2s - 1.

Come prima, possiamo completare {x;, x>} ad una base ortonormale di R? e, in
questa base, la matrice associata alla trasformazione definita da R ¢ diagonale e
necessariamente della forma

10 0
0 -1 0
0 0 -1

Quindi R rappresenta la rotazione di 7w attorno all’asse corrispondente alla dire-
zione di @;.
Nel caso iii) gli autovettori relativi a Ay = p + iv, A3 = u — v sono complessi
coniugati:
Ty = a +1b, x3 =a —1ib,

con a, b € R? entrambi ortogonali ad x;. Infatti, passando ai coniugati, la relazione
Rxy = \xy diventa Raxs = A3x3. Inoltre, da

/\2332 L1 = RJIQ . Ril?l = RTR:B2 L1 = Ao - X
si ricava
(i@~ @) = v(b- @) +ilva- @)+ p(b-@1)) = (a- @) +i(b-21),

cioe, uguagliando parte reale e immaginaria,

(- 1)a-z1) —v(b-z1)
v(a @) — (u—1)(b- @)

0,
0
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Questo sistema ha solo la soluzione nulla @ - x; = b- &, = 0, infatti
(p—1*+12>0

perché v # 0. Nella base {x1, b, a} la matrice associata alla trasformazione definita
da R si scrive nella forma canonica reale

1 0 0
0 cosf —sind |,
0 siné# cos

dove
cos = p, sinf = v.

Quindi R rappresenta la rotazione di 6 attorno all’asse corrispondente alla direzione
di L. ]

Vale il seguente risultato:

Proposizione 3. Ogni elemento g € G si scrive in modo unico come prodotto di
trasformaziont del tipo sequente:

i) g1(x,t) = (x + tu, t) (moto uniforme con velocita w)
ii) go(x,t) = (x +y,t+5s) (traslazione dell’origine)
iii) gs(x,t) = (G, t) (isometria spaziale)
con z,y,u € R® t,s € R, G € O(3).

Dimostrazione. Osserviamo che le trasformazioni della forma g1, g2, g3 stanno in
G. Consideriamo adesso una generica trasformazione affine ® di R® x R in sé:

(f)ﬁm(‘f)w, (1.15)

o G u . Y 5
A—|in a}’ b_(s)’ G€M<373)7 ukuyeR, a,SGR.

con

Mostriamo che se ® ¢ una trasformazione dell’insieme G si ha w = 0, a = 1,
G € O(3). Da questo seguira la tesi. Con la notazione introdotta, I'immagine
della trasformazione ® in (1.15) si scrive

< Gx+tu+y )

wlx +at + s
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L’invarianza degli intervalli di tempo tra due eventi qualunque (@1,t1), (x2,t2) ci
dice che

|wT(a:1 — CUQ) + (I(tl — tg)’ = ‘tl — tg’
per ogni Ty, xy € R3 t,t, € R. Da questo segue che w = 0, |a| = 1. Per
conservare anche il verso del tempo si deve scegliere a = 1. L’invarianza della
distanza tra eventi simultanei (@1,t), (x2,t) ci da

|G (21 — ®2)| = |21 —

per ogni @1, x> € R3, da cui segue che G € O(3). Infatti, da |Gz| = |z|,x € R3
segue - GTGx = x - . La matrice S = GTG ¢ simmetrica e si ha

1 1
z-Sy = ((x+y) S@ty) -z Sx—y-Sy) = S (lxt+yf —|a - |yf*) =z-y,

per ogni z,y € R?, da cui segue che GTG = S = I. [

Si verifica facilmente che l'insieme G, col prodotto di composizione, € un sot-
togruppo del gruppo delle trasformazioni affini di E*, che chiameremo gruppo
di Galileo.% Siccome vogliamo conservare anche I'orientazione dello spazio, data
dalla scelta del sistema di riferimento, ci restringeremo alle trasformazioni con
G € SO(3), cioe alle trasformazioni ortogonali con determinante uguale a 1.

Principio di relativita di Galileo

Dato un sistema di punti materiali P;,..., Py, possiamo estendere in modo na-
turale I'azione del gruppo di Galileo alle mappe t — x;(t), i = 1,..., N, che
rappresentano il moto dei punti. Precisamente si ha:

g1xi(t) = x;(t) + tu,
goxi(t) = xi(t + 5) + vy,
gsx;(t) = Ga;(t).
Definizione 1. Diciamo che un sistema di riferimento é inerziale se le equazio-

ni di Newton (1.13) per ogni sistema di punti materiali isolato scritte in questo
riferimento sono invarianti rispetto alle trasformazioni del gruppo di Galileo G.

L’invarianza delle equazioni di Newton significa che, data una qualunque solu-
zione t — x(t) = (x1(t),...,xN(t)) di queste equazioni, ogni elemento g € G la
trasforma in un’altra soluzione delle stesse equazioni.

6Ricordiamo che un insieme G ha la struttura di gruppo se in esso & definito un prodotto
associativo, indicato con *, tale che esista in G un elemento neutro e (per cui gxe = ex*x g =
g,Yg € G) ed ogni elemento g abbia un inverso g~! (per cui g*g~' = g7 xg = e). Un
sottogruppo H di un gruppo G € un sottoinsieme di G che ha anch’esso una struttura di gruppo
con lo stesso prodotto di G.
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1l principio di relativita di Galileo afferma che esistono dei riferimenti inerziali.

Questo principio porta il nome di Galileo Galilei poiché in un passo di un suo
libro egli scrive che, facendo alcuni semplici esperimenti all’interno di una barca
che si muove di moto rettilineo uniforme, partendo da una posizione qualunque e
andando in una qualunque direzione, si osservano gli stessi effetti che si avrebbero
sulla terraferma. Quindi, in particolare, non si puo distinguere se la barca sia in
movimento oppure no sulla base di questi esperimenti.”

"G. Galilei, dal Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo (1632). ‘Riserratevi con
qualche amico nella maggiore stanza che sia sotto coverta di alcun gran navilio, e quivi fate
d’aver mosche, farfalle e simili animaletti volanti; siavi anco un gran vaso d’acqua, e dentrovi
de’ pescetti; sospendasi anco in alto qualche secchiello, che a goccia a goccia vadia versando
dell’acqua in un altro vaso di angusta bocca, che sia posto a basso: e stando ferma la nave,
osservate diligentemente come quelli animaletti volanti con pari velocita vanno verso tutte le
parti della stanza; i pesci si vedranno andar notando indifferentemente per tutti i versi; le stille
cadenti entreranno tutte nel vaso sottoposto; e voi, gettando all’amico alcuna cosa, non piu
gagliardamente la dovrete gettare verso quella parte che verso questa, quando le lontananze
sieno eguali; e saltando voi, come si dice, a pie giunti, eguali spazii passerete verso tutte le parti.
Osservate che avrete diligentemente tutte queste cose, benché niun dubbio ci sia che mentre
il vassello sta fermo non debbano succeder cosi, se fate muover la nave con quanta si voglia
velocitd; ché (pur che il moto sia uniforme e non fluttuante in qua e in 14) voi non riconoscerete
una minima mutazione in tutti li nominati effetti, né da alcuno di quelli potrete comprender se la
nave cammina o pure sta ferma: voi saltando passerete nel tavolato i medesimi spazii che prima,
né, perché la nave si muova velocissimamente, farete maggior salti verso la poppa che verso
la prua, benché, nel tempo che voi state in aria, il tavolato sottopostovi scorra verso la parte
contraria al vostro salto; e gettando alcuna cosa al compagno, non con piu forza bisognera tirarla,
per arrivarlo, se egli sara verso la prua e voi verso poppa, che se voi fuste situati per I'opposito;
le gocciole cadranno come prima nel vaso inferiore, senza caderne pur una verso poppa, benché,
mentre la gocciola ¢ per aria, la nave scorra molti palmi; i pesci nella lor acqua non con piu fatica
noteranno verso la precedente che verso la sussequente parte del vaso, ma con pari agevolezza
verranno al cibo posto su qualsivoglia luogo dell’orlo del vaso; e finalmente le farfalle e le mosche
continueranno i lor voli indifferentemente verso tutte le parti, né mai accadera che si riduchino
verso la parete che riguarda la poppa, quasi che fussero stracche in tener dietro al veloce corso
della nave, dalla quale per lungo tempo, trattenendosi per aria, saranno state separate; e se
abbruciando alcuna lagrima d’incenso si fara un poco di fumo, vedrassi ascender in alto ed a
guisa di nugoletta trattenervisi, e indifferentemente muoversi non piu verso questa che quella
parte. E di tutta questa corrispondenza d’effetti ne & cagione ’esser il moto della nave comune
a tutte le cose contenute in essa ed all’aria ancora, che per cio dissi io che si stesse sotto coverta,
ché quando si stesse di sopra e nell’aria aperta e non seguace del corso della nave, differenze
pit e men notabili si vedrebbero in alcuni de gli effetti nominati: e non & dubbio che il fumo
resterebbe in dietro, quanto l’aria stessa; le mosche parimente e le farfalle, impedite dall’aria,
non potrebber seguir il moto della nave, quando da essa per spazio assai notabile si separassero;
ma trattenendovisi vicine, perché la nave stessa, come di fabbrica anfrattuosa, porta seco parte
dell’aria sua prossima, senza intoppo o fatica seguirebbon la nave, e per simil cagione veggiamo
tal volta, nel correr la posta, le mosche importune e i tafani seguir i cavalli, volandogli ora in
questa ed ora in quella parte del corpo; ma nelle gocciole cadenti pochissima sarebbe la differenza,
e ne i salti e ne i proietti gravi, del tutto impercettibile.’
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La proprieta di invarianza rispetto al gruppo di Galileo impone delle restrizioni
sulla forma delle forze:

a) invarianza per traslazioni del tempo: se x(t) ¢ soluzione di (1.13) anche x(t+s)
lo e, cioe
mx;(t +s) = Fy(x(t + s),x(t+s),t), 1=1,...,N, (1.16)

per ogni t, s € R per cui la relazione di sopra e definita. Ne segue che le forze

F’; non dipendono da t:

cioe ‘le leggi della natura restano le stesse al passare del tempo’ [2]. Infatti,
dati t, s, possiamo scegliere t;,$; € R in modo che t; + s =t+s =7¢e
scrivere

m;&;(t; + s1) = Fy(x(t1 + 1), &(t1 + s1),t1), i=1,...,N. (1.18)
Dal confronto tra le equazioni (1.16) e (1.18) si ottiene
Fi(@(r),&(r),t) = Fi(a(r),a(r),h),
per ogni 7,t,t; per cui tale relazione e definita, e quindi

B, o0, (r) ) = iy PRV )~ B, (7)1

h—0 h

=0,

cioe le forze F; non dipendono dal tempo.

Grazie all’arbitrarieta di x(7),®(7), che possono essere scelte come condi-
zioni iniziali che definiscono la soluzione x(t), possiamo concludere che vale
(1.17).

b) invarianza per traslazioni uniformi nello spazio E*: se x(t) ¢ soluzione anche
z(t) +tu+9y, conu = (u,...,u),y=(y,...,y), lo & per ogni u,y € R?
(lo spazio & omogeneo). Ne segue che®

F, = Fi(x; — x;,v; — vy), (1.19)

cioe le forze dipendono solo dalle posizioni e dalle velocita relative.

Per dimostrarlo fissiamo un tempo arbitrario 7 e usiamo l'invarianza per
trasformazioni della forma g, con y = —x1(7), s = 0, cioe gox;(t) = x;(t) —
x1(7). Poiché

d> .

@(92331‘(15)) = &4(1),

8con questa notazione si intende che gli argomenti di F; possono essere tutte le combinazioni

T; — T}, vj — vV, con 1 < j<k<N.
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per t = 7 si ottiene
F(x(7),@(7)) = Fi(0,22(7) — 21(7), ..., xN(T) — 21(7),2(7)). (1.20)

Usiamo adesso I'invarianza per trasformazioni della forma g; con u = —&4(7),
cioe g1x;(t) = x;(t) — t&1(7). Poiché

% (91%(@) = @&;(1),

per t = 7, usando anche la (1.20), si ottiene®

F(x(r),z(1)) = Fi(0,22(7) — x1(7), ..., 2Nn(T) — 21(7),

0,$2(T)—dll(T),...,m'N(T)_w'l(T ) (1.21)

Grazie all’arbitrarieta delle condizioni iniziali & (7), (7) possiamo concludere
10
che

E = E($] — &1,V — ’01)7 (122)

cioe le forze F; dipendono solo dalle posizioni e velocita relative a P; dei
punti P, ..., Py.

Osserviamo anche che (1.22) ¢ equivalente a (1.19), cio¢ possiamo scrivere
le F; nella forma (1.22) se e solo se le possiamo scrivere nella forma (1.19),
infatti

x,—xp=(x;—x1) — (T —x1), v, —vp = (v; —v1) — (v, —V1).

c) invarianza per rotazioni nello spazio E3: se (t) = (x1(t),...,xN(t)) & solu-
zione anche (Gxy(t), ..., Gey(t)) lo ¢, per ogni G € SO(3) (lo spazio &
isotropo). Ne segue che

Fi(G(z; — xy), G(v; — o)) = GFy(x; — ), v; — k). (1.23)

nfatti si ha

Fi(x(1),2(r)) = _F,;(:El(T) —121(7),X2(7) — TH1(7), ..., &N (T) — TE1(T),

0,22(7) — &1(7),... &N (T) — :1':1(7)).

Inoltre

xi (1) — T2 (7) — (a:j(T) — 7':1':1(7')) =x;(1) — x,; (7).

1%in modo analogo a prima, qui intendiamo che gli argomenti di F; possono essere tutte le

combinazioni x; — x1,v; —vi, con j=2,...,N.
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La (1.23) segue applicando G ai due membri dell’equazione di Newton:
szccl = GE(wj — Ly, a'r:j — a:k),

usando la linearita di G:

e osservando che l'invarianza per trasformazioni della forma g3 ci da

miGi; = Fy(G(x; — my), Gla; — &)).

Osservazione 2. In particolare, se il sistema consiste di un solo punto, in ogni
sistema di riferimento inerziale la forza che agisce sul punto é nulla e quindi il
suo moto ¢ rettilineo uniforme. Infatti per a), b) la forza non dipende da t,x,v,
quindi é costante; inoltre per c) essa € invariante per rotazioni, quindi é nulla.

1.5 Sistemi meccanici

Definizione 2. Consideriamo un insieme di N punti materiali, P;,i =1,..., N,
di masse m;, su cui agiscono delle forze F’Z assegnate a priori in un sistema di
riferimento 3. Diciamo che questo é un sistema meccanico classico (discreto,
non vincolato) se il moto dei punti soddisfa le equazioni di Newton (1.13). Se nel
riferimento scelto le equazioni di Newton sono invarianti per [’azione del gruppo
G (cioeé il riferimento considerato é inerziale), si parla di sistema meccanico
galileiano.

La dimensione dello spazio vettoriale in cui si possono muovere i punti del
sistema, che nel caso di N punti e 3N, si chiama numero di gradi di liberta
del sistema.

Per i sistemi meccanici che studieremo le equazioni del moto potranno non
essere invarianti per le trasformazioni di Galileo. L’esempio piu semplice ¢ quello
della caduta di un grave, cioe il moto di un punto materiale di massa m soggetto alla
forza di gravita —mges in un riferimento > = O é;€é,€3. E evidente la mancanza
di invarianza per rotazione dell’equazione del moto, che si scrive:

maE& = —mges.
In questo caso la direzione della gravita e privilegiata. Osserviamo che il sistema

meccanico considerato non e isolato in quanto risente della forza di gravita, esterna
al sistema.
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1.6 Esercizi

Esercizio 3. Siano 4,7 € V3 con @ x ¥ # 0. Dato @ € span(u, V), trovare i
coefficienti \, u € R tali che
a= \u+ uv.

Trovare inoltre i vettori Au e pv col metodo grafico.

Esercizio 4. Siano @,0,% € V3 con & x ©- @ # 0. Dato @ € V3, trovare i
coefficienti A\, u,v € R tali che

a = \u+ uv + vw.
Trovare inoltre 1 vettori \u, pv e vw col metodo grafico.
Esercizio 5. Mostrare che per ogni scelta di a, I;, c, d € V3 wale la relazione

— — —

(@-Exd)b+(¢-@xb)d=(b-éxd

oy

+(d-daxb)é

Ql
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Capitolo 2

Dinamica di un punto materiale
libero

Studiamo il moto di un punto materiale libero. Introduciamo inoltre i problemi integra-
bili secondo Liouville e, tra essi, i moti unidimensionali.

2.1 Quantita dinamiche per un punto materiale

Consideriamo un punto materiale P di massa m sul quale agisce una forza F
nel sistema di riferimento X = O é,€5€3. Siano &, v, @ la posizione, la velocita e
I'accelerazione di P relative a ¥. Denoteremo con @, v, a (senza il simbolo ‘—7) i
vettori delle coordinate in X di queste quantita.

Introduciamo le seguenti definizioni:

QUANTITA DI MOTO (0 MOMENTO LINEARE)

p = md,

MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO @ € [E3
MQ:(P—Q) X mu,

ENERGIA CINETICA' .
T = —m|5|?
2 | | Y

MOMENTO DELLA FORZA F' RISPETTO A UN POLO (Q € |3

NQ:(P_Q)Xﬁ7

Ha quantita m|@|? & stata introdotta da Leibniz con il nome di vis viva.

25
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POTENZA DELLA FORZA F
[I=F -v=F v,

Osserviamo che il valore della potenza e lo stesso in qualunque base ortonormale
si rappresentino F', U.

ENERGIA POTENZIALE

Si dice che un campo di forze posizionale ' = F(x) ¢ conservativo se
ammette un potenziale, cio¢ se esiste una funzione scalare U(x) tale che?
VU =F.

In tal caso la funzione

V=-U

si chiama energia potenziale del campo di forze e si ha
F=-VV,

ENERGIA TOTALE
Se la forza F' e conservativa, con energia potenziale V', possiamo definire
I’energia totale del sistema come

E=T+V.

Esempi
Forze conservative:

1) F(x) = —mge3, = € R? (forza peso)

V(x) = mgx - e, VV(x) = mges = —F(x).
2) F(x) = —kx, k>0, z € R (forza elastica centrale)
V(ix) = %k|a}|2, VV(x) = kx = —F(x).
3) F(x)=f(p)%, p=lz|, x € R3 (forza centrale a simmetria sferica)

V(@) = V(p(x)). / 1) dp.
V(@) = —f(0)Vp = — (o >p F(x)

2data una funzione f(z), con il simbolo V£ indicheremo il vettore colonna delle derivate
parziali di f rispetto ad x, cioe Vf = (%)T.
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Forza non conservativa:
F(z) = (2% +y*, 2y,0).

Ragioniamo per assurdo. Se esistesse una funzione V(x) tale che —VV = F, si
avrebbe in particolare

Poiché le funzioni 22 + 3% e xy sono polinomiali, quindi sicuramente di classe C*,
possiamo applicare il teorema di Schwartz e notare che nelle derivate seconde miste
di V() lordine di derivazione non conta. Quindi si avrebbe

VeV
v= oxdy  Oydxr v

che e una contraddizione.

2.2 Equazioni di bilancio e leggi di conservazione

Consideriamo un punto materiale P di massa m con coordinate x, su cui agisca
una forza F'.

Proposizione 4. Sia x(t) una qualunque soluzione dell’equazione di Newton m& =
F(x,x,t). Allora, lungo questa soluzione® valgono le relazioni

p=1F, (2.1)
e, per ogni punto () € E3,
Mg = Ng — mvg X v, (2.2)
dove vg € la velocita del polo Q).

Dimostrazione. Basta calcolare la derivata totale di p e di My, cioe la derivata
temporale lungo una qualunque soluzione x(t) dell’equazione di Newton:

p=mi=F,
Mg = (& — ©0) X m& + (& — xg) X m& = —maq X & + Np.

[]

3dire che queste relazioni valgono lungo una soluzione (t) dell’equazione di Newton significa
che tali relazioni sono soddisfatte sostituendo le funzioni x(t), (t), &(¢) al posto di x,v, a.
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Proposizione 5. (teorema dell’energia cinetica) Sia (t) una qualungue soluzione
dell’equazione di Newton m& = F(x,x,t). Allora, lungo questa soluzione vale la
relazione

T =1L

Dimostrazione.

H:F~9’c:m:'i:~a‘::%

d .
@ @)=T.
0

Definizione 3. Si dice che una funzione I(x,t) ¢ un integrale primo di un’e-
quazione differenziale & = f(x,t), con ¢ € R¥ k > 0, se il suo valore & costante
lungo una qualunque soluzione x(t) di questa equazione.

Questo significa che, se I(x,t) ¢ un integrale primo e x(¢) ¢ una qualunque
soluzione di & = f(x,t), si ha

d
—I(x(t),t) =0

L (a(t).1)
e quindi, integrando a partire dal tempo iniziale ¢y, si ottiene la legge di conserva-
zione

I(a(t),t) = I(z(to), to)-

I valori dell’integrale primo I saranno in generale diversi in corrispondenza di
soluzioni x(t) diverse.

Esercizio 6. Trovare un integrale primo dell’equazione differenziale

T=1y
{y:—x’ z,y € R.

Proposizione 6. Valgono le sequenti proprieta:

1) se la componente di F nella direzione e € R® ¢ nulla allora p-e é un integrale
primo;

2) se il momento della forza F rispetto ad un polo Q) in quiete (nel riferimento
in cui si studia il moto) ha componente nulla nella direzione e allora My - e
e un integrale primo.

Dimostrazione. Basta moltiplicare scalarmente per e le relazioni (2.1), (2.2), te-
nendo conto che in quest’ultima si ha vg = 0.
O
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Ad esempio, per un punto materiale P soggetto alla forza peso F' = —mges si
conservano p - ej,p - e; ¢ My - es rispetto ad ogni polo fisso Q.

Dato un versore € € V3, la quantita MQ - € si chiama momento angolare
assiale relativo alla retta Qé = {Q + \é,\ € R}, passante per ) e avente la
direzione di e. Il suo valore non cambia scegliendo come polo un punto qualunque
su tale retta, infatti, se Q' € Qe, dalla relazione

Mg = Mg +(Q — Q') x m&

segue che

poiché (Q — Q') x mv - é = 0.

Proposizione 7. (conservazione dell’energia) Se il campo di forze F' = F(x)
¢ conservativo, con energia potenziale V(x), allora l'energia totale E =T +V ¢
un integrale primo.

Dimostrazione.

. . d
T=I=F-&=-VV-a=-V = —(T+V)=0.

2.3 Problemi integrabili

Si consideri il problema di Cauchy

& = f(z)
fso10 o

dove f : U — R™ & un campo vettoriale di classe C! definito su un aperto U € R",
conn > 1, e xy € U e la condizione iniziale al tempo t = 0.

Per il teorema di Cauchy-Lipschitz una soluzione locale x(t) di (2.3) esiste ed
€ unica, pero in generale non abbiamo nessuna informazione sulla sua espressio-
ne. In alcuni casi, molto particolari, la soluzione x(t) di (2.3) si riesce a trovare
esplicitamente. Ad esempio, se n =1 ed

f(x) = ax,
con a # 0 costante, la soluzione e data da

x(t) = ey,
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dove zy € R e la condizione iniziale.

Ci interessa adesso studiare una situazione intermedia, in cui la soluzione x(t)
si puo scrivere in forma implicita e precisamente a meno di inversioni e quadrature*
per qualunque valore della condizione iniziale @y. In questo caso diciamo che il
problema (2.3) ¢ integrabile secondo Liouville, o semplicemente che & integrabile.
Un esempio di problema integrabile e descritto di seguito.

Equazioni differenziali a variabili separabili

Si consideri il problema di Cauchy

{a’s = f(z) (2.0

dove f: I — R ¢ una funzione di classe C! definita su un intervallo aperto I C R
e g € R ¢ la condizione iniziale. I valori di z( tali che f(zy) = 0 danno luogo a
soluzioni stazionarie z(t) = . Se la condizione iniziale xo non annulla f allora,
per 'unicita della soluzione z(t) di (2.4), si avra f(z(t)) # 0 in tutto l'intervallo
massimale di definizione di tale soluzione. Per risolvere il problema posso dividere
I'equazione differenziale per f(x(t)) e integrare nella variabile temporale tra 0 e ¢.
Usando il cambiamento di variabili nell’integrazione ottengo

)
- Faen™ = L, Fan®™ =W (25)

Osserviamo che la funzione ﬁ ¢ di classe C*, quindi la sua primitiva G(x) esiste,
anche se non e detto che si riesca a calcolare in termini di funzioni elementari,
come ad esempio nel caso f(z) = % Inoltre, siccome f non puo cambiare segno
nell’intervallo considerato, la funzione G(z) € strettamente monotona e quindi
invertibile, anche se non e detto che si riesca a calcolarne esplicitamente I'inversa,
come ad esempio nel caso G(z) = xe®. Possiamo quindi concludere che il problema
(2.4) ¢ integrabile secondo Liouville.

Osservazione 3. Puo succedere che il moto diventi illimitato in tempo finito. Se
f non é lipschitziana,® puo anche succedere che la soluzione non sia unica.

4cioe a meno di invertire esplicitamente delle funzioni e a meno di calcolare delle primitive in

termini di funzioni elementari. Si richiede comunque ’esistenza di tali funzioni inverse e di tali
primitive.

5f : Q — R si dice lipschitziana su un aperto Q € R” se esiste una L > 0 tale che |f(x) —
f(y)| < L|z — y| per ogni =,y € Q.
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Esercizio 7. Studiare le soluzioni dei problemi di Cauchy

{x':m2 {;t—\/m

z(0) = zo z(0) = xg

con g € R.

2.4 Moti unidimensionali

In questa sezione consideriamo il problema di Cauchy unidimensionale

mi = F(x,,t),
z(0) = o, (2.6)
I(O) = 9.

doven=1,F:RxR xR — R e xg,vg €R. Nel seguito ci riferiremo al sistema
(2.6) parlando di moto unidimensionale.

Nel caso di un moto unidimensionale, se la forza F' e continua e puramente
posizionale allora € conservativa e possiamo determinare un’energia potenziale,
cio¢ una funzione V(x) con —V'(z) = F(z). In questo caso il problema di Cauchy
(2.6) si scrive

mi = —V'(z),
x(0) = o, (2.7)
%(0) = wo.

Assumiamo che F' sia C*, cosicché la soluzione di (2.7) ¢ unica.
Osservazione 4. Le soluzioni dell’equazione differenziale
mi = —V'(z) (2.8)

sono invarianti per traslazioni e riflessioni temporali, cioé se x(t) é una soluzione
di (2.8), allora anche y(t) = x(t —7) con 7 € R e 2(t) = x(—t) risolvono la stessa
equazione differenziale.

Proposizione 8. Il problema (2.7) ¢é integrabile secondo Liouville.

Dimostrazione. L’energia totale
1
E(z,%) = §mx'2 + V(x)

¢ un integrale primo di (2.8). Posto Ey = FE(x,vy) scriviamo la conservazione
dell’energia

Emi(t) + V(x(t) = By (2.9)
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lungo la soluzioni z(t) di (2.7). Dalla (2.9) si vede che i valori ammissibili di z(t)
soddisfano necessariamente la condizione

Eq—V(z) > 0.
I valori di x tali che
Ey—V(z) =0, V'(x) #0 (2.10)
si chiamano punti di inversione del moto. I valori di x tali che
Ey—V(x) =0, Vi(x) =0 (2.11)

si chiamano configurazioni di equilibrio, o pitt semplicemente equilibri. Sup-
poniamo che ci sia un numero finito (diverso da zero) di punti di inversione. Pos-
siamo trovare un numero finito di intervalli disgiunti di valori di x in cui si puo
svolgere il moto. Questi intervalli possono essere sia limitati che illimitati.

Dalla (2.9) ricaviamo che la soluzione di (2.7) soddisfa

2(Bo — V(@)

m

i=+ (2.12)

Distinguiamo 3 casi in base alle condizioni iniziali di (2.7):
i) v > 0, ii) vy < 0, iii) vy = 0.

Nel caso i) scegliamo il segno positivo in (2.12) e consideriamo il problema di
Cauchy

i = MO_TW 2(0) = . (2.13)

Nel caso ii) scegliamo il segno negativo e consideriamo

= 2(Ey — V(:E))’ 2(0) = . (2.14)
m

Infine, nel caso iii) zp € un punto di inversione oppure un equilibrio. Se zy € un
punto di inversione si ha V'(xy) # 0 e scegliamo in (2.12) il segno della forza
F(xg) = —V'(xg). Infatti, se F(zo) > 0 allora #(0) > 0, quindi & deve essere
crescente, almeno inizialmente. Analogamente, se F'(zg) < 0 allora & deve essere
inizialmente decrescente. Se z( € un equilibrio si ha F'(xg) = —V'(z¢) = 0e 29 = 0,

e la funzione costante z(t) = zy ¢ la soluzione di (2.7).
[

Diciamo che un valore Ej dell’energia E ¢ critico se nell'insieme {(x,v) :
E(z,v) = Ey} ¢’ un punto critico di E, cioé¢ un punto (z,v) = (z.,0) tale che
V'(x.) = 0. In caso contrario diciamo che Ej & un valore regolare.
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Osservazione 5. Nel caso i) della dimostrazione della Proposizione 8 xo ¢ un
punto di inversione oppure un equilibrio. Se Ey é un valore regolare di E il caso
dell’equilibrio ¢ escluso, e la funzione \/Ey — V(x) non é lipschitziana in nessun
intorno (destro o sinistro) di xo dove Eq — V(x) > 0, cioé dove é possibile il
moto.b In questo caso si perde lunicita delle soluzioni dei problemi di Cauchy
(2.13), (2.14), che hanno anche la soluzione costante x(t) = xo. Quest ultima
corrisponde all’unica soluzione di (2.7) se e solo se Ey é un valore critico, cioé se

V(o) = 0.

Moti per valori regolari di F

Consideriamo due punti di inversione consecutivi min, Tmax, CON Tmin < Tmax, che
corrispondono a un valore regolare Ej dell’energia e sono tali che il moto si possa
svolgere all'interno dell’intervallo [Zmin, Tmax], cloe

EO - V(xmin> = EO - V(l'max> = Oa
Eq—V(z)>0sex € (Tmin, Tmax), (2.15)
V' (Zmin) < 0 < V'(Zmax)-

Definizione 4. Diciamo che una soluzione z(t) di (2.7) é un moto periodico
di pertodo T > 0 se
x(t+T)=ua(t), VteR

e per nessun T', con 0 <T' < T, si ha x(t +T") = z(t), Vt € R.

Proposizione 9. Se valgono le relazioni (2.15), con Ey = E(xg,vy), la soluzione
x(t) di (2.7) da luogo a un moto periodico con periodo

T = z/x:m \/mcﬁ. (2.16)

Dimostrazione. Consideriamo la soluzione x(t) del problema di Cauchy (2.7) con
Ty = Tmin € Vo = 0 (perché z,,;, € un punto di inversione). Osserviamo che x(t)
soddisfa 'equazione (2.12) con la scelta positiva del segno poiché —V'(zpm) > 0.
Mostriamo che z(t) ¢ definita su [0,7/2], dove T ¢ dato dalla relazione (2.16)
e corrisponde al doppio del tempo necessario per andare da T, a Tyax. Per

5Questa affermazione si giustifica scrivendo lo sviluppo di Taylor di Eq — V (z) in x = zq:

EQ - V(JC) = EO — V(l’o) —V’(l‘o)(fﬂ — l’o) + O(|I — JC0|2).

=0
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farlo dobbiamo dimostrare che questo tempo e finito. Consideriamo lo sviluppo di
Taylor di Ey — V(x) centrato in Zyi, per & € [Tmin, T), CON Tpin < T < Tiax:

1
Ey—V(z) = =V (min) (T — Tumin) — §V”(:cmin)(x — Tmin)? + o(|7 — Tin]?).
Il tempo impiegato dal punto P per arrivare a ¥ partendo da z.;, ¢ dato dall’in-

tegrale )
v m
i
/ \/ 2B = V(@)™

dr < +o0.

che e finito perché

1
Tmin \/ |x - xmin|

In modo analogo si dimostra che il tempo impiegato da P per andare da T a Zax
e finito.
Osserviamo che la funzione

y(t) = =(T = 1),
definita per ¢t € [T'//2,T], & ancora soluzione di (2.8) e si ha
y(T/2) = x(T/2) = Tmax, y(T/2) = —2(T/2) = 0. (2.17)

Da questo e dall’unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.8), con
condizioni iniziali date da (2.17) al tempo ¢t = T'/2, segue che

y(t) = x(t) (2.18)

nellintervallo in cui queste soluzioni sono definite, e in particolare z(t) risulta
definita sull'intervallo [0, 7. Osserviamo che anche la funzione

2(t) =x(t+ 1), (2.19)

definita per t € [-T,0], e soluzione di (2.8). Dalle relazioni (2.19), (2.18) segue
che
2(0) = (T) = omin = 2(0),  2(0) = &(T) = 0 = &(0). (2.20)

Quindi, usando l'unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.8) con
condizioni iniziali date da (2.20) al tempo ¢ = 0 otteniamo che

2(t) = x(t)

nell’intervallo in cui queste soluzioni sono definite, e in particolare z(t) risulta
definita sull'intervallo [-T', T]. Procedendo in modo simile, otteniamo che

z(t+T)=uz(t), VteR

cioe il moto e periodico di periodo T'.
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Moti per valori critici di

Assumiamo adesso che Fj sia un valore critico dell’energia, corrispondente a un
punto critico x. di V'(z), e che il moto sia possibile in un intervallo sinistro [x¢, x|
di x., dove g & un punto di inversione. Poiché V'(z.) = 0, lo sviluppo di Taylor
di Ey — V(x) centrato in z. &

Ey—V(z) = —%V”(wc)(a: —z.)* + o(|x — z.]?).

Il tempo impiegato dal punto P per arrivare a x. partendo da zy ¢ dato dall’inte-

grale
Te m
—d1/,
/xo \/2(Eo = V(@)

che ¢ infinito perché

Osserviamo anche che il problema di Cauchy (2.7) con z¢ = z.,vp = 0 ammette la
soluzione di equilibrio z(t) = x..

Il caso in cui il moto sia possibile in un intervallo destro [z., x] di z. si tratta in
modo analogo.

Ritratto di fase

La funzione t — z(t) e soluzione di (2.7) se e solo se la curva piana t — (x(t), v(t))
e soluzione del sistema di equazioni differenziali del primo ordine

=
con le condizioni iniziali
z(0) = o, v(0) = vp. (2.22)

Il ritratto di fase di un moto unidimensionale conservativo e un disegno nel
piano della fasi, con coordinate (z,v), delle traiettorie delle soluzioni di (2.21). Per
questo sistema abbiamo l'integrale primo dell’energia

1
E(z,v) = §m02 + V(x)

per cui le traiettorie delle sue soluzioni giacciono sulle curve di livello

Crp = {(z,v) : E(z,v) = Ey}
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al variare di Ey in R. Nel disegnare il ritratto di fase si scelgono dei valori dei
livelli £y che corrispondono a curve qualitativamente diverse.

Le traiettorie delle soluzioni di (2.22) non si possono intersecare nel piano con
coordinate (z,v), infatti vale il seguente risultato:

Proposizione 10. Siano x,(t), x2(t) due soluzioni di
z = f(x), xeR" n>1, (2.23)

con f di classe C* su un aperto U C R", tali che le loro traiettorie si intersecano
in un punto, cioé esistono ty,ty tali che x1(ty) = xo(ta). Allora queste traiettorie
coincidono.

Dimostrazione. Definisco y(t) = xo(t — t; + t2). La curva ¢t — y(t) € ancora una
soluzione di (2.23) e la sua traiettoria coincide con quella di @;. Inoltre si ha

Y(t1) = @a(tz) = z1(t1),

quindi le soluzioni y(t) e x1(¢) coincidono, e in particolare coincidono le loro
traiettorie.
[l

Corollario 1. In un moto per un valore critico di E, partendo da un punto (x, )
diverso da un equilibro (x¢,0), non si puo mai raggiungere tale equilibrio se non
asintoticamente per t — Fo0.

I cambiamenti qualitativi nella topologia delle curve di livello possono av-
venire solo attraversando i livelli critici di F, per cui E(z,v) = E(z0,0) con
V'(x9) = 0. Quindi nel ritratto di fase dovremo tracciare sicuramente le curve
che corrispondono a tali livelli.

Esempio 1. Tracciamo il ritratto di fase del moto unidimensionale con energia

potenziale
V(z) = -2+ 2z — 4. (2.24)

I punti critici di V' sono z15 = :I:\/g. Indichiamo con h; = V(1) &~ —2.9113,

hy = V(z3) =~ —5.0887 i corrispondenti valori critici dell’energia

E(z,v) = %va + V(z).

Nella Figura 2.1 disegnamo il grafico dell’energia potenziale V' (sopra) e alcu-
ne curve di livello di E (sotto). Oltre ai livelli critici, abbiamo scelto dei livelli
intermedi dell’energia. I valori considerati sono

(Eb E27 E37 E47 E5) = (_67 h27 _47 h17 _25)
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Figura 2.1: Sopra: grafico dell’energia potenziale in (2.24). Sotto: curve di livello
dell’energia totale E(z,v).
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Figura 2.2: Grafico dall’energia E(z,v) insieme ad alcune curve di livello.

Ai minimi locali di V' (z) corrispondono minimi locali di E(x,v) e ai massimi locali
di V(x) corrispondono punti di sella di E(x,v).

Nella Figura 2.2 tracciamo il grafico della superficie definita dall’energia E(z, v)
insieme ad alcune sue curve di livello nel piano (z,v).

Osservazione 6. Vedremo che alcuni problemi della Meccanica saranno ricondu-
cibili allo studio di moti unidimensionali in sequito a un procedimento di riduzione
del numero di gradi di liberta.



Capitolo 3

Moti1 centrali

Descriviamo le proprieta delle forze centrali a simmetria sferica e mostriamo come queste
diano luogo a problemi integrabili. Trattiamo inoltre in dettaglio il caso particolare del
problema di Keplero.

Definizione 5. Si dice che F : R*\ {0} — R3 ¢ un campo di forze centrale
con centro O se per ogni © € R*\ {0} vale la relazione

F(x) = f(p) —, (3.1)

dove p = |x| ed f: RT — R ¢ una funzione di classe C*.
Proposizione 11. Un campo di forze F : R3\ {0} — R? ¢ centrale se e solo se
F(Rz)=RF(x), VxcR*\ {0}, VRe SO(3). (3.2)

Dimostrazione. Se F(x) ¢ della forma (3.1) allora si verifica facilmente che vale
(3.2), in quanto si ha |Rx| = |z| = p per ogni R € SO(3), x € R\ {0}.
Assumiamo adesso che valga (3.2). Mostriamo prima che F(x) x = 0. Per ogni
x € R3\ {0}, scelta arbitrariamente una rotazione R, € SO(3) con Ryx = =,
dalla (3.2) si ottiene

R F(x) = F(R,x) = F(x),

cioe ogni rotazione che lascia fisso il vettore posizione x lascia fissa anche la forza
F(x). Ma ogni rotazione in R? diversa dall’identita lascia fissi solo i vettori di uno
spazio lineare unidimensionale (che ¢ appunto I’asse di rotazione). Si ha quindi

F(x) xx=0.

Per dimostrare che F'(x) = f(p) 7 per una qualche funzione f : R* — R, cioe che il
campo di forze ¢ a simmetria sferica, scegliamo arbitrariamente ,y € R*\ {0} tali

39
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che || = |y|, che rappresentano le coordinate di due punti sulla stessa superficie
sferica centrata nell’origine, e dimostriamo che

F(z) x=F(y) y. (3.3)
Scelta R € SO(3) tale che Rx = y, e usando (3.2) si ha
F(y)-y=F(Rx) - Re = RF(xz) - Rx = F(x) - x.
Dalla (3.3) segue che I'intensita della forza F' ¢ la stessa in tutti i punti della sfera

di raggio || = |y].
0

Osserviamo che in questo caso le equazioni di Newton ma& = F(x) sono inva-
rianti solo rispetto ad alcune trasformazioni di Galileo, quelle del tipo g3, ma non
lo sono rispetto alle traslazioni dell’origine, che corrisponde al centro di forza.

3.1 Integrabilita dei moti centrali

Consideriamo il moto di un punto materiale di massa m in un campo di forze
T

centrali F'(x) = f(p)%. Dalla relazione

: x
MO:NO::BX]C(,O);:O

abbiamo la conservazione del momento angolare M, rispetto al centro di forze O.
Inoltre la forza F'(x) € conservativa, con energia potenziale

Vi) = V(o). V(p) = / £(p) dp, (3.4)

infatti

per cui si conserva l’energia totale £ =T + V.

Ricordiamo che un sistema meccanico si dice integrabile secondo Liouville se
per ogni scelta delle condizioni iniziali possiamo scrivere la soluzione delle equazioni
di Newton a meno di inversioni e quadrature.

Proposizione 12. [l sistema dato da un punto materiale che si muove in un
campo di forze centrali e integrabile.
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Trattiamo prima il caso particolare in cui My = 0 e mostriamo che in questo
caso il moto si svolge su una retta passante per O. Poiché My = mx x = 0,
possiamo trovare un vettore unitario e € R3 con'

x(0) = poe, z(0) = poe.
Se t + p(t) ¢ la soluzione del problema di Cauchy unidimensionale
mp = f(p),  p(0) = po, p(0) = po, (3.5)
che si puo scrivere a meno di inversioni e quadrature, allora
t— x(t) = p(t)e

¢ la soluzione di m& = F(x), con dati iniziali x(0),&(0), e il moto ¢ quindi
rettilineo, su una retta passante per O.

Osserviamo che vale anche il viceversa: se il moto avviene lungo una retta passante
per O allora x(t), x(t) sono sempre paralleli, quindi My = 0.

Assumiamo adesso che My # 0. Possiamo usare la conservazione del momento
angolare M per ridurci ad un problema unidimensionale. L’invarianza della
direzione di M implica che il moto si svolge su un piano fisso o che dipende
dalle condizioni iniziali: infatti la relazione

My -x=xzxmx-x=0

ci dice che il vettore & ¢ sempre ortogonale a M. Possiamo quindi ruotare il
sistema di riferimento O é;é5€3 introdotto, in funzione delle condizioni iniziali,
facendo in modo che e3 || Mp. Con questa rotazione il moto si svolge quindi

nel piano mp = Oéé,. Introduciamo in questo piano delle coordinate polari p, 6,
definite da
T .
e, = — = cosfle; + sinbe,.
P

Consideriamo anche il vettore
ey = ez X e, = —sinfle; + cosley
ed osserviamo che valgono le relazioni
ép = 969, ég = —éep.
Possiamo quindi scrivere

x=pe,  x=pe,+0pey, &= (j—pb°)e,+ (pb+2p0)e.

Ipossiamo scegliere il verso di e in modo tale che pg > 0.
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L’equazione di Newton, proiettata lungo e, ey, ci da
mi - e, = f(p), ma - eg = 0. (3.6)

La seconda equazione in (3.6) rappresenta la conservazione della terza componente
del momento angolare

My - e3 = pe, x m(pe, + peg) - es = mp20),

infatti p
; . 1 .
0+ 2p0) = ——(mp*0).
m(pb + 200) pdt(mp )
Fissiamo un valore ¢ # 0 di tale quantita:
mp*0 = c. (3.7)
Sostituendo § = oz nella prima equazione in (3.6) si ottiene
2
p = — 3.8
mp f(p)+mp3, (3.8)

che ¢ un problema unidimensionale. Possiamo scrivere (3.8) nella forma

. d .
mp = = 2-Vii (), (3.9)
con
(©) c?
Vg (p) = V(p) + St

La funzione ng) si dice energia potenziale efficace. 1l sistema (3.9) ha 'integrale
primo
(& . 1 . (&
R (p.p) = 5mh” Ve (0):
che corrisponde all’energia totale ' =T + V' (che non dipende da ) se scriviamo
0 come funzione di p, p, ¢ tramite la relazione (3.7):

1 . A 1 . 02 C .
Bloes, = [5m + 20 4V0))| =G+ 55 4 V00) = €50

mp2 __c 2
2

“mp

Di seguito scriveremo semplicemente Vg, Eofr, evitando di sottolineare la dipen-
denza da c¢ di tali funzioni.
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3.2 Legge delle aree

Dalla conservazione del momento angolare si ha che, se My # 0, # ¢ mono-
tona, quindi puo essere utilizzata come variabile indipendente per descrivere la
traiettoria. Infatti se ¢ # 0, allora 0= meQ ha lo stesso segno di c.

Sia D = D(6;0y) l'insieme descritto dal raggio vettore quando 1’angolo polare
passa dal valore 0y a 6. L’area di questo insieme e

0 rp(0) 1 /0
a() = / / pdp db = —/ P20 db,
0 Jo 2 Ja,

per cui, posto a(t) = a(#(t)), si ha
da da. 1 .. c
o0 = %0 = —
at —do’ 2" T am

quindi la conservazione della terza componente del momento angolare

My -es3 = mpzé

corrisponde alla conservazione della velocita areolare, detta anche legge delle
aree.

3.3 Formula di Binet

Consideriamo un punto materiale che si muove in un piano in cui mettiamo
coordinate polari (p,6). Assumiamo che valga la legge delle aree:

1,
—p0 = a,
2p
con a # 0. Queste ipotesi valgono in particolare nel caso dei moti centrali. Allora
la componente radiale dell’accelerazione e

3 402 (d* 1 1
Infatti
- oy _Zade__, 4y
Pr=a0” = p2de ~ Yaa\p)

- 2 g2

per cui, usando la relazione £-e, = p— ,092 si ottiene (3.10), che si chiama formula
di Binet.
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3.3.1 Equazione differenziale per la traiettoria
Sostituendo la formula di Binet nell’equazione

mi - e, = f(p)

si ottiene un’equazione differenziale per la traiettoria in forma polare:

d? (1 1 0
— | - - =— . 3.11
i (5) 43 =gt (3.11)
Ponendo 1
U= -,
p

I'equazione (3.11) si puo scrivere
o' = glu), (3.12)

dove

glw) = =1 (%) i ™

e I'apice indica ' la derivata rispetto a 6.

3.4 Descrizione della traiettoria

Fissate le condizioni iniziali #(0),&(0), possiamo determinare il comportamento
qualitativo della traiettoria nel piano del moto utilizzando le leggi di conservazione

mp*6 = c, %mp’2 +Verr(p) = F, (3.13)
in cui ¢, F sono i valori delle quantita conservate al tempo iniziale ¢t = 0.
Se ¢ = 0 abbiamo gia visto nella Proposizione 12 che la traiettoria e rettilinea.
Se ¢ # 0 sappiamo di poter descrivere la traiettoria in forma polare attraverso una
mappa 0 — p(f), ad esempio risolvendo (3.12). Mostriamo che la traiettoria ha
delle proprieta di simmetria considerando il caso seguente, in cui essa ¢ limitata.
Siano Pumin, Pmax due punti di inversione consecutivi (pmin < pPmax) che corrispon-
dono a un valore regolare E dell’energia, tali che il moto si svolga all’interno
dell’intervallo [pmin, Pmax|- Abbiamo quindi

E— Veff(pmin) =L - Veff(pmax) = 07
E— Veff(p) >0 se p e (pmimpmax)» (314)
éff(pmin) <0< Véﬁ(pmax)-
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In questo caso, nello spazio delle fasi ridotto con coordinate (p, p) abbiamo un’or-
bita periodica di periodo

Pmax 1
T,=V2m ———dp.

Pmin V E - Veﬂ(p)

Nel piano del moto genericamente? si ottiene una traiettoria a forma di rosetta
(vedi figura), infatti dalla conservazione del momento angolare si ha che ¢t — 6(t) ¢
monotona. Inoltre p(t) oscilla periodicamente tra il valore massimo ppay € il valore
minimo pPpyin-

Dalle (3.13) si ottiene

dp mp* |2
@—iw —(E = Ver(p))- (3.15)

Definiamo 'angolo di avanzamento del pericentro come

Pmax
NG = \4,/3/ ! dp. (3.16)
mJp P’ E — Ve (p)

min

Mostriamo che la traiettoria € completamente determinata da una sua porzione,
che va da un pericentro all’apocentro successivo.

Proposizione 13. Assumendo che valgano le relazioni (3.14), la mappa 6 — p(0),
che definisce la traiettoria della soluzione tramite

(x(0),5(0)) = (p(6) cos 0, p(0) sin B),
ha le simmetrie definite dalle relazion:

p(A0 —0) = p(6), 6 € [0, AG]
p(AO +0) = p(0), eR

dove abbiamo assunto che p(0) corrisponda ad un punto di inversione, per cui
p'(0) = p(0)/6(0) = 0.

Dimostrazione. Possiamo dimostrare questa proprieta di simmetria tramite la for-
mula di Binet per la quale, posto

U= —,
p

2ciod per una scelta generica di E e ¢ per cui valgono le (3.14)
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0.5

si ottiene

"

u’ = g(u), g(u) =

— — U. A
dmacu? Y (3.17)

Siano Umax = 1/Pmins Umin = 1/pmax- Questi sono punti di inversione per il moto

unidimensionale definito da (3.17) in corrispondenza al livello ; TfQQ dell’energia

1
E(u,u) = §u’2 + W(u),

dove W(u) = — [ g(u)du. Infatti, ricordando che 2ma = ¢, si ha

2

Wi =~ [ 100 +

3.18
1 V(1>+u2_ 1 V(1> (3.18)
 dAma? \u 2 4ma? T\y)
quindi Umin, Umax risolvono l'equazione
i)
- = 0.
dmao? Wiw)
Derivando la (3.18) rispetto a u si ottiene
1 1
/ _ / -
Wilu) = 4mou? Veff(u)’
quindi
P p;
Wl(“max) = = V/ (prnin) > 07 W/(umin) = o V, (pmax) < 0.

" 4ma2 et " 4ma2 et
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Inoltre, si ha

E

dmao?

— W(u) > 0, Vu € (Umin, Umax)-

Avendo un moto per valori regolari dell’energia 5 2u? + W(u) possiamo procedere
come nella Sezione 2.4 per dimostrare che, se u(O) ¢ un punto di inversione, ad
esempio 1(0) = U, allora la soluzione u(f) soddisfa le relazioni

w(T, — 0) = u(), 6 €[0,T,]
w(T, +6) =u(d), g eR
con .
T, = 2/ du.
Himin \/2 4mo¢2 - >>

Usando il cambiamento di variabile p = 5 osserviamo che
Pmin A /4 pmax 1
T, = -2 dp = |c I\/ dp = A0,
Pmax (E Veff p Pmm E Veff( )

dove Af e l'angolo di avanzamento del pericentro. Si conclude utilizzando la
relazione p(0) = 1/u(6).

]

Osservazione 7. Dalla Proposizione 3.4 si ottiene che la traiettoria p(#) ¢ perio-
dica di periodo Af e si puo costruire per simmetria a partire dal tratto che va dal
pericentro P all’apocentro successivo A. Per ottenere il tratto seguente, che va da
A al pericentro successivo P’, basta infatti riflettere il tratto precedente rispetto
all’asse che passa per A e P.

Osservazione 8. La condizione per avere una traiettoria periodica nel piano del

moto e che
Aé’ c Q.
Infatti, l’avanzamento A dell’angolo ¢9 corrisponde ad un periodo 7}, della funzione
p(t). Se & —7r = % con h,k € N, I'angolo 6 ¢ avanzato di 2hmw dopo k periodi 7}, di
p(t). Quindi, partendo da un punto al pericentro ci si ritrova nello stesso punto
dopo aver fatto h giri attorno all’origine. Inoltre, la velocita ¢ la stessa in quanto

p(t) = p(t +kT,) e O(t) = —5

mp2(t)”
Dimostriamo adesso la seguente proprieta:

Proposizione 14. Assumendo che valgano le relazioni (3.14), genericamente la
traiettoria € ovunque densa nella corona circolare

C = {(2,9) = (pcosb, psin6) : puin < p < P}



48 CAPITOLO 3. MOTI CENTRALI

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che, se % ¢ Q, scelto comunque un punto
della corona l'orbita passa arbitrariamente vicino a quel punto. Tutti i valori
di p nell'intervallo [pmin, fmax] vengono raggiunti periodicamente. Fissiamo una
circonferenza C, centrata in O e di raggio p € [pmin, Pmax]. Dimostriamo, seguendo
[3], che in generale C, viene riempita in modo ovunque denso.

Definiamo la mappa
6:C, = Cp Olpe) = pei)

dove Af e I'angolo di avanzamento del pericentro.

Se Af/m ¢ Q allora i punti {¢™ ()}, con z = pe?, sono tutti distinti. Siccome
C), ¢ compatto c¢’e almeno un punto di accumulazione, quindi per ogni € > 0
esistono interi positivi m,n, con n > m, tali che

d(¢"(x), 9™ (x)) <€

Inoltre la mappa ¢ conserva la distanza tra due punti perché ¢ una rotazione,
quindi
d(¢""(x),x) = d(¢"(x), 9™ (x)).

Posto £ = n — m otteniamo una successione

z,¢"(2), 9 (), 6™ (2), . ..

di punti distinti su C, che sono equidistanti e due consecutivi di essi distano meno
di e. Si conclude usando I'arbitrarieta di € e di p € [pmin, Pmax)-
O

Si puo dimostrare che solo due tipi di forze centrali, quelle dell’oscillatore armo-
nico e del problema di Keplero, sono tali che tutte le orbite limitate con momento
angolare non nullo sono periodiche. Questo risultato e noto come teorema di
Bertrand (vedi Sezione 3.7).

3.5 1l problema dei due corpi

Studiamo il moto di due punti materiali di massa my, mo soggetti alla loro intera-
zione mutua. Le equazioni del moto sono

myxy = Fi, Moy = I
e assumiamo che le forze Fi, Fy soddisfino le seguenti proprieta:

(1> F’] = E(mhw?)?
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(i) Fi+F,=0,
(i) Fixr=0, r=z —a,
(iv) F =f(p)s  p=]r|

dove f: RT — R ¢ una funzione di classe C'.

Il cambiamento di coordinate
(x1,22) — (xp,T)
definito dalle relazioni
(m1 +ma)xTp = mMixy + Mexa, T =T — T2
disaccoppia le equazioni di Newton. Si ottengono infatti le equazioni
m&p =0, it = F(r), (3.19)

n cul mam
F(r) = Fi(z1,22), p=——

=, m = mj + mo.
mi + Mo

Possiamo quindi studiare il problema di moto centrale dato dalla seconda delle
(3.19) e poi ricostruire la soluzione tramite le relazioni

L) my
T, —xp=—r, Ty —Lg = ——7T. (3.20)
m m

Osservazione 9. Dalle (3.20) si vede che le traiettorie nel riferimento del centro
di massa si ottengono per similitudine da quelle del moto relativo, soluzione di un
problema di moto centrale.

Osservazione 10. Nel caso della forza di attrazione gravitazionale di Newton si ha

Fi(x),xs) = _GImTiZ:LzZP (r1 — ), dove G ¢ la costante di gravitazione universale,
per cui, utilizzando la relazione mu = myms, si ottiene F(r) = —G:;”r, con

p = |r|. In questo modo la seconda equazione in (3.19) si scrive
. r
pur = _Gm,u_35
P

che corrisponde al problema del moto di un corpo di massa p (massa ridotta)
che si muove in un campo di forze centrali prodotto dall’attrazione gravitazionale
di un punto di massa m fisso nell’origine.
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3.6 Il problema di Keplero

Nel periodo tra il 1600 ed il 1601 Johannes Kepler (1571-1630) fu assistente di
Tycho Brahe® a Praga. Sulla base delle osservazioni di Brahe, Kepler formulo le
tre leggi seguenti:

1) le traiettorie dei pianeti sono ellissi di cui il Sole occupa uno dei due fuochi;

2) il raggio vettore che congiunge un pianeta al Sole descrive aree uguali in
tempi uguali;

3) i quadrati dei periodi di rivoluzione 7" dei pianeti sono proporzionali ai cubi
. . . .. . . 2
dei semiassi maggiori a delle loro traiettorie. Inoltre la costante :g—d e la stessa
per tutti i pianeti.

Le prime due leggi appaiono in Astronomia Nova (1609), la terza si trova in
Harmonices Mundi (1619).
In questa sezione discuteremo dei seguenti problemi:

i) problema di Keplero diretto: dato il campo di forze calcolare i moti possibili;
ii) problema di Keplero inverso: dati i moti possibili calcolare il campo di forze.

Entrambi i problemi sono stati risolti da Newton, vedi [16].

Problema diretto

Posto e
k=GmM, m:#, M = mq + ms,
m1+m2

consideriamo il moto centrale dato dalle equazioni

T k
mi& = f(p)—,  flp)=——
(0)7 (0) ==
con p = |x| e con condizioni iniziali &(0) = x,, ©(0) = @¢. La forza centrale
ammette ’energia potenziale
k
V(z)=——.
p

Assumiamo che il momento angolare sia non nullo e introduciamo coordinate polari
p, 0 nel piano del moto II. Sia ¢ = mp?0 il valore costante della componente del

3L astronomo Tycho Brahe (1546-1601) riusci a fare diverse osservazioni astronomiche dei
pianeti conosciuti, con una precisione dell’ordine di un minuto di arco (= 1/60 di grado), che era
un’ottima accuratezza considerato il fatto che non aveva ancora a disposizione un telescopio.
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momento angolare ortogonale a II, che corrisponde alle condizioni iniziali scelte.
Essendo il moto centrale vale la legge delle aree, che rappresenta la conservazione
del momento angolare mp29 e ci da la seconda legge di Keplero.
Proiettando I'equazione di Newton in direzione radiale e, e usando la formula
di Binet si ottiene ’equazione per la componente radiale della forza:
4771042[d2 <1> 1} k

# LaE\p) Tl T T

dove o = 5= ¢ la costante delle aree. Ponendo
4 2

p=—"2 (3.21)

k
e usando la variabile u = 1/p si ottiene 1'equazione differenziale lineare

" 1

u U= —. (3.22)
p

L’equazione (3.22) ha come soluzione generale
1
u(f) = Acos(6 — bp) + —
p

con A > 0, 6y € R. Introducendo il parametro e = Ap si ha 'equazione di una
conica in coordinate polari

_ p
1+ ecos( — 6y)

P (3.23)

con un fuoco nell’origine del sistema di riferimento.

Esercizio 8. Verificare questa affermazione confrontando (3.23) con [’equazione
di una conica in coordinate cartesiane x,y nel piano del moto.

Scriviamo p, e in funzione di ¢, E. Sostituendo la relazione a = 5>~ in (3.21) si

ottiene
2

= —. 3.24
— (3.24)
11 valore minimo di p lungo la traiettoria definita da (3.23) & dato da
D
min — 3.25
p T e (3.25)

ed e un punto di inversione del moto per la variabile p se e # 0, altrimenti abbiamo
un’orbita circolare e pyi, € un equilibrio. In ogni caso, vale la relazione

E — Ve (pmin) = 0, (3.26)
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dove
k c?

¢ 'energia potenziale efficace del problema di Keplero. Dalle relazioni (3.24), (3.25)

sl ottiene )

c
Pmin = mk(l + 6)
che, sostituita nella (3.26), ci da
2 2 2,27.2 2
0 - B4 ko 02 _E mk(l—l—e)_cmk(l—i—e):
Pmin  2mpa. c? 2mct
mk?(1 + e) l+e mk?(1 — €?)
L R Y K )
* c? 2 N 2c?
da cui o2
L (i 3.27
e + k2 ( )

Dalla (3.27) si ottiene che

E <0 <= e<1 orbite ellittiche,
E=0 <= e=1 orbite paraboliche,
E >0 <= e>1 orbite iperboliche.

Nel caso E < 0 trovisamo le traiettorie ellittiche della prima legge di Keplero.
Inoltre dalla relazione mk? + 2Ec® > 0 segue che non tutte le coppie (¢, E) sono
ammissibili (vedi Figura 3.1).

Calcoliamo adesso il periodo T' di un’orbita ellittica che corrisponde ai valori
¢, E (F < 0) del momento angolare e dell’energia. Valgono le relazioni seguenti,
che legano semiasse maggiore a, semiasse minore b ai parametri p,e e quindi ai
valori di ¢, E:

p=a(l—eé?), b=avl—e? (3.28)

per cui

SH I

p= (3.29)

~—

Esercizio 9. Dimostrare le formule (3.28), (3.29).

L’area dell’ellisse ¢
nab = way/ap = wa®?

e la velocita areale ¢
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0.5

0.4

0.3
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o 0 valori ammissibili 7

0 10 20

Figura 3.1: Valori ammissibili per la coppia (F, c).

per cui
T2 (rab)? _ m?a’c®4m? _ Am*m 4
o? mk ¢ k
che rappresenta la terza legge di Keplero. In particolare, il periodo T" dipende solo
dal semiasse maggiore a e quindi solo dall’energia F, infatti, usando

c = mkp = mka(l — €*),

si ha

k c? k
E = Eurlpmin, 0) = Ca(l—e) * 2ma?(1 — e)? h “a(l—e) [1- %(1 o)l =

—5

Osservazione 11. Se consideriamo il problema di Keplero derivante dal problema
di due corpi di massa mq, mo St ha
mime

m=-——--, k:Gmlmg,
mi + Mo

per cui k/m = G(my + ms) e la costante di proporzionalita ¢ quindi

Am’m 472
= . 3.30
k G(m1 + mg) ( )
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Se my ed mo rappresentano rispettivamente la massa del Sole e quella di un pia-
neta, dalla (3.30) seque che la costante k/m dipende dal pianeta scelto, contraddi-
cendo quindi parte della terza legge di Keplero. Comunque, usando come unita la
massa solare my e scegliendo pianeti diversi del sistema solare la variazione della
somma my +ms & al massimo dell’ordine di 1073, che corrisponde al rapporto tra
la massa di Giove e quella del Sole.

Il vettore di Laplace-Lenz

Introduciamo il vettore di Laplace-Lenz

L=pxMy,—mkZ, (3.31)
P

dove p = ma.
Mostriamo che L ¢ un integrale primo per il moto centrale con energia poten-

ziale di Keplero V(p) = —%:

. _ v xd
L = poO—mk[;—?E(\/:c‘w)] =
kx mk mk /2x-x
k . k k
— —TZ—S[(az-w)m—me]—m?m%—n;—?)(m z)x =0

Calcoliamo adesso la norma di L.

L- L = (poO_mk%> . <poO_mk%>
= |p><MO|2—2m7kp><MO.m+m2k2:
= (|10|2 - 2m7k)p x Mo - & +m?k?,

dove abbiamo usato

px Mo=px (zxp)=|p’z—(p z)p,

per cui
(p x Mp) - (p x Mp) = |p|’p x My - x.

Usando la relazione

px My -x=xxp-Mo=|Mo|* = ¢,
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_ IpP?
2m

I’espressione dell’energia cinetica T’ e la (3.27) si ottiene quindi

k k
L-L = 02<\p\2 - Zm—) +m’k* = ¢? <2mT - Qm—) +m?k? =
p p
2Ec?
+ 1) = m2k?e’.

mk?

Concludo che la norma del vettore di Laplace-Lenz ¢ il prodotto di mk e dell’ec-
centricita e. Per questo motivo L viene anche chiamato vettore eccentricita.

Denotiamo con ) I'angolo tra @ e L. Si ha allora

= 2mEd +m?k? = m2k2<

L =  pxMy-«x - c?
mk p mkp  mkp

Usando la (3.24) si ottiene

ecosy =

1+ecosy) = P z
p 0 — 6y
e si ritrova l’equazione della traiettoria in forma L

polare (3.23) con I’angolo v al posto di 6 — 6.
Ne segue che L deve indicare la direzione del pericentro, che corrisponde a

0 = 0y (vedi figura).

Problema inverso

Mostriamo che, se valgono le leggi di Keplero, 'accelerazione di ogni pianeta e
sempre diretta verso il Sole ed ¢ inversamente proporzionale al quadrato della
distanza da esso.

Il fatto che il moto sia piano (perché le traiettorie sono ellissi) e che valga la
legge delle aree implica che I’accelerazione sia puramente radiale.

Sostituiamo 1’equazione della traiettoria, nota per la prima legge di Keplero,

p
pl0) = 14 ecosf
nella formula di Binet:
AP rd? gl 17 4o’/ ecosf 1+ecost 402 1
@ e = [d92<p) }_ p? ( D * P )

- = .
p? p p p?
Esaminiamo adesso il fattore %, che potrebbe cambiare al variare dalle condizioni
iniziali. Scegliamo un’orbita ellittica. Siano 7', a, b il periodo ed i semiassi maggiore
e minore di quest’orbita. Usando la formula a = “T“b e la (3.29) si ottiene
4o Arid*h? a 5 al
= — =4 —
P T b2 T2

che per la terza legge di Keplero ¢ costante.
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3.7 1l teorema di Bertrand

Nel 1873 viene pubblicato il seguente risultato di J. Bertrand (vedi [5]): ‘tra le leggi
di attrazione che assumono azione nulla a distanza infinita, quella della natura e
la sola per la quale un corpo, lanciato arbitrariamente, con una velocita inferiore a
un certo limite, e attirato verso un centro fisso, descrive necessariamente attorno
a questo centro una curva chiusa. Tutte le leggi di attrazione permettono orbite
chiuse, ma la legge della natura ¢ la sola che le impone.*

Diamo di seguito un enunciato piu formale, che include forze che non decadono
con la distanza.

Teorema 1. Dato un campo di forze centrale attrattivo F(x) = f(p)%, p = |z,

con [ :RT = R analitica ed f(p) <0, tale che tutte le traiettorie non rettilinee e
limitate siano chiuse, allora

fo) =5 oppure  flp) = —Ap

per una costante A > 0.

Dimostrazione. Utilizzeremo prevalentemente la notazione di Bertrand e seguire-
mo la sua dimostrazione, aggiungendo alcuni dettagli. Essendo la forza centrale,
se consideriamo traiettorie non rettilinee queste hanno necessariamente momento
angolare non nullo. Introduciamo coordinate polari p,  nel piano del moto e de-
notiamo con c il valore costante della componente del momento angolare mp29,
ortogonale a tale piano. Dalla formula di Binet si ha

- 55 ()-

k2 =

dove

2%

Ponendo z =1/p e
?/1(2) = _pr(p>‘p:1/z

si ottiene
d*z N
R Z —_— —
df? k2

4J. Bertrand (1873): ‘parmi les lois d’attraction qui supposent I’action nulle & une distance
infinie, celle de la nature est la seule pour laquelle un mobile lancé arbitrairement avec une vitesse
inférieure & une certaine limite, et attiré vers un centre fixe, décrive nécessairement autour de ce
centre une courbe fermée. Toutes le lois d’attraction permettent des orbites fermées, mais la loi
de la nature est la seule qui les impose’

(2) = 0. (3.32)
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Moltiplicando la relazione (3.32) per % ed integrando rispetto a 6 si ha

dz\? 1
<@) + 22 — ﬁw(z) =h

per una qualche costante h, con

w(z) = Q/w(z)dz. (3.33)

Ricaviamo la relazione che lega h, k? all’energia E di questo moto centrale. Dalle

relazioni
o= ()= [ () = (),
(%) = (%)

(%) = §

g/ 62|, _
h 1 /1 ., Kk E
3= m (7 e 0) = &

Osserviamo che l'ipotesi che la forza sia attrattiva implica D'esistenza di orbite

circolari di raggio p, = 1/z, per ogni scelta di z, > 0: infatti queste corrispondono
ad equilibri dell’equazione differenziale

con

t=t(6)

si ottiene

d?z
W = ¢k(2)7

con 1
6u(z) = T(z) — 2

e per ogni z, > 0 possiamo trovare k tale che ¢y (z,) = 0. In particolare si ottiene
che 'insieme delle orbite limitate non & vuoto.

Mostriamo adesso, prendendo spunto da in [1], che se tutte le orbite non retti-
linee e limitate sono chiuse possiamo trovare, variando k, un intervallo aperto non
vuoto di valori di z = 2, corrispondenti ad orbite circolari che sono minimi locali
non degeneri dell’energia potenziale

Wi(a) = - [ ou(a)az,



58 CAPITOLO 3. MOTI CENTRALI

cioe tali che ¢} (z,) < 0. Il valore di h per cui si ha un’orbita circolare di raggio
po = 1/z, & dato da
h

— = Wh(2,).

5 k(2o)
Osserviamo che non ¢ possibile che ¢} (z,) > 0. Infatti, analizzando il compor-
tamento della separatrice stabile del sistema % = v, % = ¢r(2), si dimostra che

ci sarebbe un’orbita limitata asintotica all’equilibrio z,, che quindi non potrebbe
essere chiusa.’

Osserviamo anche che le equazioni

¢r(2) =0, #(2) =0

non possono essere soddisfatte per valori di (z, k) che formano un continuo. Infatti
in tal caso, usando la definizione di ¢y ed eliminando k, si avrebbe

Vz) 1

U(z) 2
che integrata ci da ¢ (z) = Az, con A > 0, e quindi

fo) =50 (5) =5

In questo caso ’energia potenziale efficace sarebbe

2 —mA

Vet (p) = B

e si vede facilmente che, se ¢2 < mA ed E < 0, si hanno delle traiettorie limi-

tate, non rettilinee, che tendono all’origine (cio¢ p — 0), quindi non sono chiuse
(lorigine € un punto singolare).
Concludiamo che, in virtu delle ipotesi fatte, esiste una coppia (z,, k) tale che

Pr(2) =0, dr.(z5) < 0.

Per continuita possiamo trovare (variando k) un intervallo J, aperto non vuoto di
valori di z, corrispondenti ad orbite circolari, che sono minimi locali non degeneri di
Wi(z). Vicino a queste orbite circolari, troviamo (variando h) delle orbite limitate,
con traiettorie del tipo di quelle studiate nella Sezione 3.4. Per ciascuna di queste
orbite limitate chiamiamo o = zp, 8 = Zmax 1 valori minimo e massimo di z.
L’idea ¢ di considerare dei valori degli integrali primi k2, h tali che 0 < a < f3, e
W)/ (z) > 0 per ogni z € [«, 8], come nella figura seguente

Sbasta prendere il ramo di separatrice stabile con z > z, nel piano (z, 2’).
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1
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1
1
1
1
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o
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S~—

aZo

Calcoliamo la relazione che lega k%, h ad o, 3. Osserviamo che questi ultimi
sono punti di inversione, quindi

h+%w(“)_0‘2:07 h+%w(6>—62:o,
da cui
1__ - ,  a®w(f) - fule)
B~ w(p) - wla) w(B) —w(@)
Il determinante della matrice jacobiana della mappa
(a, B) = (1/k* h) (3.34)
si scrive
~(w(B) 1w(a))3 [w'(a)(a? = B2) + 2a(w(B) — w(a))] [w'(B)(a® = B2) + 2B(w(B) — w(a))]
(3.35)

Mostriamo che questo determinante non si puo annullare per ogni «, 5 scelti in un
intervallo di valori positivi. Se per assurdo questo non fosse vero, allora esisterebbe
un intervallo Z tale che

w' (@) (a? — %) + 2a(w(B) — w(a)) =0, (3.36)

oppure
w'(B)(a? = B2) + 28(w(B) — w(a)) =0, (3.37)

per ogni o, f € Z, con 0 < av < . Sostituendo nell’equazione (3.36) lo sviluppo di
Taylor

w(8) = w(a) + w'(@)(5 — ) + su(@)(5 — 0)? + O((8 ~ a)?)

si ottiene
[—w'(a) + aw”(a)](B — a)* + O((B — a)*) =0, Vo, € T.

Si ha quindi
aw”(a) —w'(a) =0, Va € T.
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Ricordando la relazione (3.33), si ottiene 1'equazione differenziale

2 (z) = ¢(2)
da cui ¢(z) = Az, con A > 0, quindi
A
flp) = _E’

che non soddisfa le ipotesi del teorema per quanto detto prima. L’equazione (3.37)
conduce in modo analogo alla stessa contraddizione.
Esiste quindi un intervallo aperto non vuoto J C J, tale che nell’insieme

{(a, ) e T xT:0<a<p}

la mappa (3.34) € un diffeomorfismo.
L’angolo di avanzamento del pericentro Af ¢ dato da

Af =2

/ A dz

a \/h~|—k%w(z) — 22

Poiche le orbite considerate sono chiuse, si deve avere Af = gm, con ¢ € Q.
Scrivendo k2, h in funzione di «, 8 otteniamo che deve valere la relazione

qm = I(«, 5) (3.38)

con

o« Varw(B) — Fuw(a) + (8% — a?)w(z) — 22(w(B) — w(a))

per ogni o, 3 € J, con 0 < a < 3, quindi ¢ deve essere costante poiche QQ € un
insieme totalmente sconnesso.

Selezioniamo in due passi i potenziali ammissibili, che soddisfano (3.38). 1l

primo passo consiste nel considerare traiettorie con «,  molto vicini e passare al

limite per # — «. Consideriamo un valore di @ € J e poniamo = « + u,
z = a+ y. Calcoliamo lim, .o I (v, @ + u) tramite la formula di Taylor:

dz (3.39)

w(f) —w(a) =w'(a)u + %w”(a)zﬁ + o(u?),

inoltre
o’w(B) — frw(a) + (B2 — aP)w(z) — 2% (w(B) — w(a)) =

= *w(p) — fw(a) + (82 —o?) |w(a) +w'(a)y + %w"(a)gf + o(y?)| —

— (0” + 2ay + ") (w(B) — w(a)) =

= (8~ )0y + 5u (@] (ay + ) (B) — w(a)) + ofu’) =

= (u—yuy(w'(a) — aw’(a)) + o(u?),
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poiché i termini del secondo ordine in u si cancellano. Ottengo quindi che

) Vw'(
m=lim [l (o, +u) = 1 o(
o=ty V' () ozw“ u—>0/ Vuy " (3.40)
W\/w ()

\/w w// )’

infatti, usando il cambio di variabili x = \/uy — y? su [0, /2], si ha

/ﬁ /_WW /w?z "

quindi I'ultimo integrale & indipendente da w. Elevando al quadrato la (3.40) si
ottiene che w deve soddisfare ’equazione differenziale

Faw”(a) + (1 — ¢®)w'(a) = 0. (3.41)
Dalla (3.33) si ottiene I'equazione a variabili separate
P (2) + (1 - @W(z) = 0. (3.42)
Se ¢*> = 1, dalla (3.42) si ha ¢(z) = A e dunque
w(z) = 2Az + B, (3.43)
con A, B costanti di integrazione (A > 0). Se ¢* # 1, ponendo o = 1/¢? abbiamo
log1) = log 277 + log A, A>0
e, passando agli esponenziali, ¥(z) = Az, per cui

2A

22+ B BeR 3.44
2o ’ (3:44)

w(z) =

che per ¢ =1 si riduce alla (3.43).
Secondo passo: sostituendo 'espressione (3.44) di w(z) in (3.39) si ha

ﬁ270 _ 04270'
\/a25270 _ ﬁzazfa + (52 _ az)z%a _ 22@270 _ Oé27<7)

A questo punto passiamo al limite per &« — 0, § — 1 in (3.45). Osserviamo
che in entrambi i casi «, § possono assumere tutti i valori reali con 0 < a < < 1.

Infatti,
¢ — 52 1 — Z—_J
/ k(2)dz =z {2 (2 U)}

dz. (3.45)
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e scelti arbitrariamente «, 5 con 0 < a < [ < 1, possiamo trovare dei valori di

k2, h tali che

S Wila) = 5~ Wil8) =0,
h

— = Wi(2) >0 se z € (o, ),
Wi(a) <0< Wi(B).

Distinguiamo due casi: a) 2 —0 > 0; b) 2 — 0 < 0. Nel caso a), usando la
sostituzione ¢ = 27/2, otteniamo

/1 dz 9 2/1 d¢ 2
mw = = —_— 7‘(’7
T Eaoe L hiee !

quindi ¢ =1, ¥(2) = A ed f(p) = —A/p*. Nel caso b) invece

/1 dz
mT = _— — ,
1 0o V 1 — 22 2
quindi ¢ = %, ¥(z) = Az"* ed f(p) = —Ap.

3.8 Esercizi

Esercizio 10. Si consideri un punto materiale P di massa m libero di muoversi
i un campo di forze centrali con energia potenziale

V(p) = karctan p,
dove k > 0 € una costante e p € la distanza di P dal centro di forze.

1. Detto © € R? il vettore delle coordinate del punto P, scrivere esplicitamente
Uespressione della forza centrale F(x).

2. Dimostrare che per ogni valore ¢ # 0 della componente del momento angolare
ortogonale al piano del moto esiste un’unica traiettoria circolare.

3. Disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p;

4. Trovare il valore h dell’energia totale E tale che le traiettorie sono illimitate
se e solo se B > h.
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Esercizio 11. Si consideri un punto materiale P di massa m libero di muoversi
in un campo di forze centrali con energia potenziale

p?
V(p) = klog(1+ )

dove k,r > 0 sono due costanti e p ¢ la distanza di P dal centro di forze.

1) Detto & € R3 il vettore delle coordinate del punto P, scrivere esplicitamente
Uespressione della forza centrale F(x).

Consideriamo condiziont iniziali per cui
c=2rvkm,

dove ¢ ¢ la componente del momento angolare ortogonale al piano del moto.

2) Mostrare che esiste un’unica traiettoria circolare e trovarne il valore del
raggio in funzione di r.

3) Disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p.

4) Trovare il valore minimo hy, dell’energia totale.

Esercizio 12. Si consideri il problema di Keplero nel caso di momento angolare
nullo. Abbiamo quindi dei moti unidimensionali t — p(t) € RT definiti da

mp = T po = p(0), po = p(0),
con m, k costanti positive e pg € RY, pg € R le condizioni iniziali. Descrivere tali
moti al variare del segno dell’energia totale E e della velocita iniziale pg.



Capitolo 4

Sistemi di riferimento in moto
relativo

Mostriamo come cambiano la velocita e I'accelerazione di un punto materiale rispetto a
sistemi di riferimento diversi, in moto relativo tra loro. A tal fine introduciamo il vettore
velocita angolare e le sue proprieta.

4.1 Velocita angolare e formule di Poisson
Consideriamo due sistemi di riferimento
N =0é16635, Y =08 e,

nello spazio euclideo E?. Le terne di vettori {€;, €s, €3} e {€], €}, €4} dei siste-
mi di riferimento formano due basi B, B’ dello spazio vettoriale V2 associato ad
E3. Pertanto, ad ogni vettore & € V3 possiamo associare in modo unico le sue
rappresentazioni in tali basi

3 3
U= uhéh:Zu'hé;L
h=1 h=1
Data una mappa vettoriale

t wu(t) € V3,

definita in R o in un suo intervallo, se i coefficienti wup,w) di @ nelle basi B, B’
sono derivabili rispetto al tempo, definiamo le derivate temporali di U nei sistemi
di riferimento X e ¥’ come

3 —

o du

= g Up €h, E
X p=1

65

3

_2 : AN
h=1

d

U
dt

E/
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Proposizione 15. Se le coordinate di €}, in ¥ sono funzioni derivabili del tempo
t allora esiste un’unica mappa t — &S(t) € V3, tale che

de!,
dt |,

—Gxé,  h=123 (4.1)
Le relazioni (4.1) si chiamano formule di Poisson e il vettore &(t) si dice

velocita angolare di X/ rispetto a 3 al tempo t.

Dimostrazione. Consideriamo la matrice R di cambiamento di base da B’ = {é], €}, €5}
a B ={éi,é,,€és}, con componenti Rj; = é€,-€;, i,j =1,2,3. Poiche

é,;'éj:é;'é;:éij, 1<4,5 <3,
la matrice R = (Rj;) € ortogonale, cioe soddisfa la relazione
RR" =1=R"R.
Inoltre le terne che formano B e B’ sono entrambe levogire, per cui det R = 1, cioe

R € SO(3).

Siano inoltre e;, € R3 i vettori della base canonica, che rappresentano €, nella base
B ed e}, € R? i vettori delle componenti di &), in B. Valgono le relazioni

e, = Rey,j=1,2,3.
Il vettore

dé!,
dt |,

¢ rappresentato da €) € R? nella base B, cioe dal vettore delle derivate temporali
delle componenti di €. Dalla relazione RT R = I si ottiene

¢, = Re, = RR" Re, = RR"e),.
La matrice RRT ¢ antisimmetrica, infatti derivando RRT = I rispetto a t si ottiene
RRT + RR" = RR" + (RRT)T = 0.
Data una matrice antisimmetrica A, esiste un unico vettore a € R? tale che

Au = a X u, Vu € R (4.2)
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La relazione tra le componenti di A e quelle di a = (a1, as, a3) ¢ la seguente:

0 —das (05}
A= as 0 —a
—Q2 aq 0

Concludo che esiste un unico vettore w € R3, associato alla matrice RRT, tale che
€, =w X €}, h=1,2,3.

Il vettore w = Zi:l (Uhé}i € V3, rappresentzito da w in B, soddisfa la (4.1). Infatti
se a, b rappresentano a, b in B, allora @ x b ¢ rappresentato da a x b:

=1 j=1 zgj 1 (43)
Z (ab; —ajb;)é; x & = Z(a x b)nép
1<i<j<3 h=1

L’unicita di & si dimostra per assurdo. Se esistessero Wi, @y che soddisfano le
(4.1), allora si avrebbe (& — &q) x €}, = 0 per h = 1,2,3. Quindi &; = .

O
Esercizio 13. Per ogni a € V3 lapplicazione lineare
VPod—axucV?
ha un nucleo di dimensione dispari.
Proposizione 16. Una formula esplicita per la velocita angolare e data da
Ll dé,
W=7 Z € X — i (4.4)

3
=Y e x(@xe) =) [&—(&-€,)é)] = 2.
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Esempio 2. Siano ¥ = O é,é1€3, ¥’ = 0éé,é’; due sistemi di riferimento con

la stessa origine O. Assumiamo che Y’ ruoti attorno all’asse Oés di ¥ in modo
che i vettori €] e €; formino un angolo #(t). Calcoliamo la velocita angolare di >’
rispetto a .
Abbiamo che

é) =cosfé; +sinféy, €5 = —sinfé; + cosbéy, €5 = és. (4.5)
Derivando le (4.5) rispetto a ¢ ed applicando (4.4) si ottiene che

w = fe;.

4.1.1 Derivata temporale di un vettore in riferimenti di-
versi

Mostriamo la relazione tra le derivate temporali di una stessa mappa vettoriale
eseguite in due riferimenti diversi.

Proposizione 17. Data una mappa vettoriale t — w(t) € V3, definita in R o in
un suo intervallo e derivabile in due riferimenti 3, ', vale la relazione
du
dt

_ i
o dt

P

+w X U. (4.6)

E/

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, poiché € = >, R;;é;,
. Iar / A / ~
U = E u;€; = E u; E Rje; = g < g uiRﬂ>ej,
i i j i

dove le somme su ¢ e j si intendono da 1 a 3. Abbiamo quindi

du d :
a|. = (s um)e =3T3 (ki ifi)e; =
j i I
' A o du dé;
= Z:U;(%:Rjiej>+zi:ug<zj:}%ﬁej):d_/l;zy_l_gi:u’/i di Z:
= % +Zugwxe;—§ +Wxu
! i ¥
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Osservazione 12. Dalla (4.6) seque che la derivata temporale di & in % ed in %'
coincidono. Per questo motivo in sequito scriveremo anche & al posto di %E e

- dd
dlﬂ

e

Se u,u sono le coordinate del vettore @ € V3 nelle basi B = {é;, &, €3},
B = {€é}, é,, é,} rispettivamente, ed R € SO(3) ¢ la matrice di cambiamento di
base da B’ a B, vale la relazione u = Ru' e possiamo scrivere!

u=Riu +wx Ru,

in cui w ¢ il vettore delle coordinate di & in B.

4.1.2 Composizione di velocita angolari

Consideriamo tre sistemi di riferimento in E3:
AooAA / I~ Al A 1 IBNIBNIB)
Y =0 e ezes, Y = 0'éleses, Y =0"¢€e,é;.

Proposizione 18. Se &' ¢ la velocita angolare di X' rispetto a X e se &" ¢ la
velocita angolare di X" rispetto a X', allora la velocita angolare @ di X" rispetto a
Y e data dalla somma &' + &".

Dimostrazione. Usando la (4.6) e le formule di Poisson si ha, per h = 1,2, 3,

. R deé" deé"
Gxel=—n ="
dt

s dt

=/ /A = =/ Al
+&' xe =W +d) xe,.

Z/

Si conclude usando I'unicita della velocita angolare.

4.2 Equazione del moto in riferimenti diversi

Scriviamo le formule che legano la velocita v e 'accelerazione @ di un punto mate-
riale P in un sistema di riferimento X = O €; ;€5 alla velocita v’ e all’accelerazione
a’ relative ad un altro riferimento ¥’ = O’é/ €€}, in moto con velocita angolare

@ rispetto a X.

!Non deve confondere il fatto che si abbia e}, = Re, e u = Ru/. Infatti ey, e}, sono le
coordinate in B di due vettori diversi di V2, mentre u,u’ sono le coordinate in B, B’ dello stesso
vettore 4.
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Proposizione 19. Valgono le relazioni

= ¥ +9, (4.7)

= a +a’ +a°, (4.8)

QI g

m cul
’l_fT = 170/—{—<D X (P—O/),
i’ = Go+@x(@x(P-0))+&dx(P-0),
a® = 20 x4V

dove Upr, Ao sono la velocita e 'accelerazione di O" in 3.

Dimostrazione. Per ricavare le formule precedenti scriviamo
P-0O=(P-0)+ (0 -0).
Derivando rispetto a ¢ in ¥ e usando la (4.6) si ha

d(p-0)|  d0'-0) (P -0
at | dt dt
=0 +&x (P-0")+ 7o,

+(.3X(P—O/)+'l7o/
E/

U=

by

che corrisponde alla (4.7). Derivando ancora e usando la (4.6) si ottiene?

dﬁ/ — —) i — —) — — —
a= |+ XU +@X(P-—0)+dxV +dx (@& x(P-0"))+ado,
E/
da cui segue la (4.8). O
I termini @’ e @© si chiamano rispettivamente accelerazione di trascinamento e

accelerazione di Coriolis. Il termine & x (& x (P—0")) si chiama accelerazione
centripeta. In coordinate nella base B abbiamo

r = Rz +xo,

z = Rz +xo +w X R.’IJI,

& = Ri'+2o +wx (wxRE')+wx Re'+2w x Rz’
in cui ' = (2, 2, x%) ¢ il vettore delle coordinate di (P — O') in B'.

Se I'’equazione del moto di un punto materiale P di massa m in un riferimento
O é é5e3 si scrive

a
dt

2 (i x 0)|,, = 4|, x 0+ 14 x %6‘2, che segue dalla (4.3).

usiamo la relazione 5 rr
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allora nel riferimento O’éé,é; possiamo scrivere

mé@ = F((P— O+ (0 —0),% + 47, t) — ma" — maC.
In coordinate nella base B I'ultima equazione diventa

mR&' = F(Rx' + xo, R’ + &0 + w X Rx',t)

—m(&o + w X (w x Rx') + w x Re') — 2mw x R’

4.3 Deviazione dei gravi in caduta libera

Si consideri un sistema di riferimento ¥ = Oxyz, avente per origine il centro della
Terra. Studiamo il moto di un punto materiale P in un sistema di riferimento
solidale alla Terra, assumendo che questa abbia forma sferica e che ruoti attorno
all’asse Oz con velocita angolare & costante. In prima approssimazione la forza di
attrazione gravitazionale esercitata dal Sole sul punto materiale ¢ bilanciata dalla
forza centrifuga del moto di rivoluzione della Terra attorno al Sole.

Dato un sistema di riferimento ¥’ = O’{n( solidale alla Terra, con l'origine O’
sulla superficie terrestre, I’accelerazione a’ relativa a ' ¢ data da

a—a—a’ —a,

dove

a=g, i’ =do +& x (& x (P—-0), a® = 2w x v,

con g costante in Y. Inoltre
60/ =W X ((D X (O/ — O)), (49)

infatti O, O’ sono fissi in ', per cui (4.9) segue applicando la formula (4.6) nel
calcolo della derivata prima e seconda di O’ — O rispetto a ¢ in X, e tenendo conto
che O' — O ¢ costante in X', oppure da

&O:&/O+&O/+5X[Q_J'X(O—O,)]—f—Q(BX’l_JVO

—

e da dp = @, = U, = 0. Siccome P — O" ¢ molto piu piccolo di O" — O posso
trascurare il termine @ x (@ x (P — 0’)) quindi

ad=-&x(@x (0 -0))—-2axv.

Poniamo
Jo=g—-&x(&x(0-0)),
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Figura 4.1: 1l riferimento O’{n¢ in cui si studia il moto del grave.

che e 'accelerazione di gravita locale, dipendente dalla latitudine. Possiamo orien-
tare il riferimento ¥’ nel modo seguente: scelgo 'asse O'¢ lungo la direzione della
gravita locale, I'asse O’¢ parallelo al piano del meridiano, diretto verso I'equato-
re, e I'asse O'n in modo tale che i versori di O’én¢ formino una terna levogira,
vedi Figura 4.1. Approssimiamo la gravitd locale con g, trascurando?® il termine
—& X (@ x (O = 0)). Con queste approssimazioni l'equazione del moto per il
punto P in Y diventa quindi

d’ / L oo

ﬁ(P—O)\E/:g—&uxv. (4.10)
Indicando con A la latitudine di O" e usando le coordinate &, 1, ¢, 'equazione (4.10)
si scrive

£=2wsin A, 7= —2wsin A —2wcosA(, (= —g+ 2wcos\n, (4.11)

infatti

W = w(—cos \é¢ + sin Aé;),

dove é¢, e, sono i versori degli assi O’¢, O'C.
Considero per queste equazioni le condizioni iniziali

£(0) = 1(0) = ¢(0) = £(0) = 7(0) = ¢(0) = 0. (4.12)

30sserviamo che la norma della velocitd angolare del moto di rotazione della Terra ¢ w =

862;505’1 e la misura del raggio equatoriale della Terra ¢ Rg ~ 6378 Km. Stimiamo la norma del
termine trascurato con w?Rg ~ 0.03373 ms~?2, che & pii1 piccolo di due ordini di grandezza del

valore della accelerazione di gravitd g ~ 9.81 ms™2.
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La soluzione del problema di Cauchy lineare dato da (4.11), (4.12) si potrebbe
scrivere esplicitamente. Comunque possiamo semplificare i conti facendo un’ulte-
riore approssimazione. Integrando rispetto al tempo la prima e la terza equazione
in (4.11) e sostituendo le risultanti espressioni di f ,é nella seconda si ottiene

ij = —4w?n + 2gwt cos \.

Trascurando il termine con w? e integrando si ottiene
L 3
n(t) = ggwt cos \.

Questa formula ci dice che un grave in caduta libera sulla Terra e soggetto a
deviazione verso Est.

4.4 Esercizi

Esercizio 14. Si fissi un riferimento > = O é;€3€3 ¢ si consideri un altro riferi-
mento ¥’ = O'é} e, e} tale che

Ol -0 = éatQél, W= Wég,
dove @ ¢ la velocita angolare angolare di X' rispetto a ¥ ed «,w sono costanti
positive.

Date le coordinate v = (vq,v2,v3), @ = (a1, a9, a3) della velocita ¥ e dell’ac-
celerazione @ di un punto materiale P nella base B = {€é;, €y, €3}, si scrivano le
coordinate nella stessa base della velocita v’ e dell’accelerazione @’ di P relative a
3.
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Capitolo 5

Dinamica dei sistemi di N punti
materiali liberi

Studiamo il moto di un sistema di N punti materiali liberi nello spazio tridimensionale.
Introduciamo il baricentro del sistema e descriviamo le sue proprieta. Distinguiamo tra
forze interne ed esterne e mostriamo che le prime sono sempre conservative. Parliamo
inoltre dei sistemi di vettori applicati equivalenti e di quelli equilibrati.

5.1 Quantita dinamiche per N punti materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali P; di massa m;, ¢ = 1,.., N, su cui agi-
scono le forze F’Z nel sistema di riferimento 3 = O é;ése3. Siano &;, v;, d; la posizio-
ne, la velocita e 'accelerazione di P; relative a ¥. Siano inoltre Fj, x;,v;, a; € R?
le coordinate di questi vettori in Y. Introduciamo le seguenti quantita, utili a
descrivere la dinamica degli N punti nel loro insieme:
QUANTITA DI MOTO TOTALE (MOMENTO LINEARE)

N N
P=2 B =) mi

j:l j:l
MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO ()

N

MQ = Z(B — Q) X mjﬁj.

j=1

ENERGIA CINETICA

1 N
T =5 mltf
j=1

75
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RISULTANTE DELLE FORZE F)

!

. N
R: Z e
j=1

MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE 1'73 RISPETTO A UN POLO Q

N

No=) (P~ Q) x F;,.

Jj=1

POTENZA RISULTANTE DELLE FORZE Fj
N N
M=) F-%=> F-v
j=1 j=1

5.2 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
tro

Introduciamo la massa totale
N
m = E mj
=1

e il baricentro B € E? degli N punti materiali, definito da
N
m(B—Q)=> m;(P;-Q), (5.1)
=1

dove @ € E? & un punto scelto a piacere.
Osserviamo che la definizione di B non dipende dalla scelta di @) infatti, scelto
Q' # @ e definito B’ tramite la relazione

m(B' = Q)= mi(P; - Q)

si ha
1 & 1 &
B'—@Q == m(P=Q)=—3 m(P-Q)+(@Q-¢Q)
j=1 j=1

=B-Q)+(Q-Q)=B-Q,
per cui B’ = B.



5.2. TEOREMI DI SCOMPOSIZIONE RELATIVI AL BARICENTRO 7

Definizione 6. [l sistema di riferimento g, centrato in B e orientato come 3,
st chiama riferimento del baricentro.

Nel seguito di questa sezione scriveremo i risultati in coordinate nel riferimento 3.

Rappresentazione della quantita di moto

Dalla (5.1), scegliendo come polo @ 1'origine O del sistema di riferimento, segue
subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di un punto avente massa
totale m, che si muove come il baricentro del sistema:

N
P = ij'vj = mvpg. (52)
j=1

Proposizione 20. (Teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di
N punti st muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante
R delle forze che agiscono sui singoli punti:

Dimostrazione. Valutando la (5.2) lungo le soluzioni delle equazioni di Newton e
derivando rispetto al tempo si ottiene

N N
mEpg = 5 m;E; = E F;.
Jj=1 Jj=1
O

Scomposizione del momento angolare rispetto a un polo ()

Il momento angolare totale rispetto ad un polo @ € E? si pud scomporre come
somma di due componenti

N
Mg = (w5 —xq) x mvg+ MP, MP) = "(x; —xp) x m;(v; —vs). (54)

J=1

La prima corrisponde al momento angolare rispetto a ) di un punto di massa m
che si muove come il baricentro del sistema. La seconda corrisponde al momento
angolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta del

polo Q.
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Dimostrazione.
N N
My = ) (% —xp) X myv; + Y (X5 —Xq) X myv; =
j=1 j=1
= MB + (XB — XQ) X mvpg.
Inoltre
N
M(B —|—Z —XB X m;vp
7=1
e si ha
N N
Z(X —XB)xmij—ij —XB)X’UB:TTL(ZEB—JZB)X’UB:O.
j=1 j=1

m
Osservazione 13. Nel riferimento del baricentro il momento angolare non dipende
dalla scelta del polo. Infatti in tale riferimento vale la relazione

N
ij'vj = Mvp = 0
=1
e quindi, se Q,Q" € E3 con Q # @', si ha
N N N

Mg =) (@;—xq) xmv;+(wg—2q) X »_muv; = Y (x;—mq)xmyv; = M.
j=1 j=1 j=1

Scomposizione del momento risultante delle forze rispetto a
un polo )

Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo Q € E3? si pud scomporre
come somma di due componenti

N

Ng=(xp—mq) x R+ N® NP =3 "(x; - z5) x (F; - mjap) (5.5)
j=1

la prima corrisponde al momento rispetto al polo ) della forza risultante R agente

su un punto di massa m che si muove come il baricentro B del sistema. La seconda

corrisponde al momento risultante delle forze nel riferimento del baricentro! e non
dipende dalla scelta del polo Q.

lin questo riferimento alle forze F; agenti sui punti P; si aggiungono le forze di trascinamento
—mj;ap.
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Dimostrazione.
N N
NQ = Z(wj—xB) XF}'—FZ(CEB—JIQ) X_Fj:
j=1 j=1
= NB—f-(ﬂCB—aZQ) x R.
Inoltre
B) + Z — 333 X m;ap
e si ha
N N
Z(wj — Tp) X mjap = ij(:cj —xp) xap =m(xg —xp) X ag = 0.
j=1 j=1

]

Osservazione 14. Nel riferimento del baricentro, lungo le soluzioni delle equazioni
di Newton, il momento risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.
Infatti, in queste ipotesi, vale la relazione

N N

E F}:E mjd'zj:mz'i:B:O
J=1 Jj=1

e quindi, se Q,Q" € E3 con Q # @', si ha

N N
NQIZ(m —wQ)XF—l— J}Q—.’EQ/ XZF‘J
7=1

Jj=1

Mz

— LIZQ/ X F NQ/

]:1

Scomposizione dell’energia cinetica

L’energia cinetica del sistema si pud scomporre come somma di due componenti
_ 2y
T = —m\v3| E m;(v; —vg) - (v; —vp), (5.6)

la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che si
muove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cinetica
del sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato € noto come teorema
di Konig.
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Dimostrazione. Inserendo la relazione v; = (v; — vp) + vp nell’espressione dell’e-
nergia cinetica si ottiene

N N N
1 1
=3 ij('vj —wvp) - (v; —vp)+ ij'vg -(vj —vp) + 5(2 m;)vp - Up.
j=1 j=1 J=1
Si conclude osservando che il secondo addendo a destra € nullo. O

5.3 Forze interne e forze esterne

Possiamo scomporre le forze F; che agiscono sui punti F; come somma vettoriale
di due contributi: F; = F( ) F(E Il vettore F D& la somma delle forze che gli
altri punti del sistema esercitano su P; e si Chlama forza interna (agente su P;);
FZ-(E) ¢ la somma delle altre forze e si chiama forza esterna.
Assumiamo che

ﬁ<E> = F"(&,,9,,1),

(2 (2
cioe che ogni forza esterna F dlpenda solo dallo stato del punto P;.
Sulle forze interne F facciamo le seguenti ipotesi (forze di tipo classico):

FO— FO,,.. @y = Y Fy(@.4) (57)

JAi

dove F ¢ la forza esercitata da P; su ;. Quindi le F( ) sono puramente posizionali
€ Sono la somma vettoriale di interazioni a due corpi. Assumiamo inoltre che
valgano le seguenti proprieta:

1) F;+F;; =0, Vij,
2) ﬁij Xﬁ'j:d Conﬁjziﬁi—fj,
3) = fij (pZJ) , con py; = [Ty -
Osserviamo che le relazioni precedenti implicano che f;; = fji.

Osservazione 15. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della Meccanica
Classica: le proprieta 1) e 2) corrispondono al principio di azione e reazione.?

2Troviamo gia negli scritti di Leonardo da Vinci un chiaro riferimento a questo principio. Nel
suo Codice sul volo degli uccelli (1505) egli scrive: ‘Tanta forza si fa con la cosa in contra all’aria,
quanto I'aria contro alla cosa. Vedi ’alie percosse contro all’aria far sostenere la pesante aquila
nella suprema sottile aria vicina all’elemento fuoco. Ancora vedi la mossa aria sopra’l mare,
ripercossa nelle gonfiate vele, far correre la carica e pesante nave; sicché per queste dimostrative
e assegnate ragioni potrai conoscere I'omo con le sue congegnate e grandi alie, facendo forza
contro alla resistente aria e, vincendo, poterla soggiogare e levarsi sopra di lei’.
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Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delle
forze interne (rispetto a qualunque polo @) sono nulli. Infatti

N N N
— —»I — — — —
D VD VLA SN LS AR
i=1 i=1 j=1 1<i<j<N
J#i
N N N
NY = Y (P-@xF"=33(P-Q) xF,=
=1 =1 ;;ﬁlz
= Y [B-QxF+B-QxF|= Y (h-P)xF,=0.
1<i<j<N 1<i<j<N

5.4 Le equazioni cardinali

Si consideri un sistema meccanico formato da N punti materiali di massa mq, ..., m,,
sui quali agiscono delle forze F; = Fj(]) + F’J(E), con forze interne Fj(l) di tipo
classico.

Proposizione 21. Sia x(t) = (x.(t),...,xN(t)) una qualunque soluzione del
sistema di equazioni di Newton

mjd'zj:Fj(a:,:b,t), jle
Allora x(t) risolve le sequenti equazioni differenziali:
5 — RE)
Pp=R
. ' (B (5.8)
MQ = - XP + NQ
Le (5.8) si chiamano equazioni cardinali della Dinamica.

Dimostrazione. Calcolando la derivata di p e Mg rispetto al tempo lungo le
soluzioni delle equazioni di Newton si ottiene che

] N N
MQ = Z%— iL"Q) X mzmz + Z(CBZ — CL‘Q) X mzm,
i=1 =1

= —dZQ X mxp + NQ = —itQ X p—+ N((QI) + NégE)

Si conclude usando le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente, che
implicano
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5.5 Sistemi equivalenti di vettori applicati

Un sistema di vettori applicati ¢ un insieme S della forma

S ={(@,P),..., (T, Py)}

costituito da un insieme di coppie (v, Pj) che rappresentano un vettore e il suo
punto di applicazione. Le rette

Pyi; = {P; + M;, A € R},

passanti per P; e aventi la direzione di v, si dicono rette di applicazione, o
anche linee di azione, dei vettori vj.

I vettori
N

N
R:Z’l_fj, NQ:Z(P]_Q)X’EJ
j=1 j=1
si chiamano risultante e momento risultante rispetto al polo Q € E? del
sistema S.
Consideriamo adesso due sistemi di vettori applicati:

S ={(v, P),...,(Un, Pn)}, Sy = {(Wy,Q1), ..., (War, Qur) }-

Definizione 7. I sistemi 81 e Sy st dicono equivalenti se hanno la stessa risul-
tante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo Q) qualunque.

Osservazione 16. Nelle equazioni cardinali (5.8) appaiono solamente la risul-
tante e il momento risultante delle forze esterne applicate nei punti del sistema,
quindi considerando un sistema di forze equivalente otteniamo le stesse equazioni
differenziali.

Osservazione 17. Per ogni scelta di Q, Q' € E? si ha

No =Y (F-Q+(@Q-Q)x%=Not(Q-Q)x R (59

Notiamo che se i sistemi S; e S; hanno la stessa risultante (ﬁsl = ﬁSQ) e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo ) (N&z91 = NSQ), allora i due sistemi hanno
lo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque altro polo Q':

Ny = N3 +(Q-Q)xR" =
= N5 +(Q-Q)xR®>=Ng
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Definizione 8. Diciamo che un sistema di vettori applicati {(U;, P;)}j=1. N €

equilibrato se la risultante R e il momento risultante NQ rispetto ad un polo
Q qualunque sono nulli.

Dalla relazione (5.9) segue che per verificare che un sistema ¢ equlhbrato basta
controllare che, oltre alla risultante R si annulli il momento risultante NQ rispetto
ad un particolare polo Q).

Introduciamo delle operazioni elementari, eseguibili su un sistema & =
{(V;, P;)}j=1..n di vettori applicati, che danno luogo ad un sistema ad esso equi-
valente:

(i) composizione e scomposizione di vettori applicati in uno stesso punto;

(ii) aggiunta o eliminazione di due vettori opposti e paralleli alla retta congiun-
gente i loro punti di applicazione (vettori direttamente opposti).

Infatti, eseguendo ciascuna delle due operazioni otteniamo la stessa risultante.
Per vedere che anche il momento risultante resta lo stesso basta calcolarlo nel
punto in cui sono applicati i vettori oggetto della composizione o scomposizione
per loperazione (i), e in un punto qualsiasi della linea di azione dei due vettori
direttamente opposti per 'operazione (ii).

Osserviamo che tramite queste operazioni elementari possiamo trasportare ogni
vettore applicato lungo la sua linea di azione. Infatti dato un vettore v applicato
in P e scelto un punto @ sulla linea di azione di ¥ possiamo aggiungere il vettore
nullo 0 applicato in @ e scomporlo come somma di ¥ e —v (operazione (i), o
anche (ii)). Possiamo poi eliminare i vettori applicati (¥, P), (—v, @), in quanto
direttamente opposti (operazione (ii)). Il sistema che ne risulta ¢ quindi composto
dal vettore ¥ applicato in Q).

Proposizione 22. Ogni sistema di vettori applicati {(U;, P;)}j=1,.. N puo essere
ridotto tramite operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (possibilmente
nulli) applicati in tre punti non allineati scelti a piacere.

Dimostrazione. Siano )1, ()2, ()3 tre punti non allineati. Mostriamo che ogni vet-
tore U; applicato nel punto P; si puo sostituire con tre vettori applicati nei punti
Q. Infatti, se v; appartiene allo spazio lineare generato da Q)2 — @1, Qs — Q1 ¢ P;
giace nel piano Q)1(Q)2Q3, allora usando la prima operazione elementare possiamo
scrivere ¥; come combinazione lineare di due dei vettori (Q; — P;),7 =1,2,3.
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Assumiamo ad esempio che

) N
U = M (Q1 — P) + Aa(Q2 — F), Ql\\\\ /fv]\ //

per opportuni coefficienti A, Ay € R. Possiamo V\%v Q2

sostituire (v, Pj) con i due vettori A\;(Q; — ),

¢ = 1,2 applicati nel punto P;. Poi possiamo By

traslare tali vettori lungo la loro linea di azione Q3

e considerarli applicati nei punti ;.

Se invece ¥; non appartiene allo spazio lineare genera-
to da Qo — Q1,3 — @)1, a meno di una traslazione sulla
sua linea di azione si puo supporre ¥; applicato in un
punto P; che non giaccia nel piano Q;Q2Q3. Possiamo
quindi scrivere

U; = M(Q1 — Pj) + Xa(Q2 — Pj) + X3(Q3 — Fj),

per opportuni coefficienti \; € R, sostituire (v}, P;) con
i tre vettori A\;(Q; — P;), ¢ = 1,2,3 applicati in P; e
traslare tali vettori lungo la loro linea di azione in modo
che siano applicati nei punti @);.

Concludo osservando che per ogni indice j abbiamo sostituito a (v, P;) tre
vettori (possibilmente nulli) applicati in (1, @2, Q3. Usando la prima operazione
elementare possiamo considerare, per ciascuno dei tre punti ();, la somma vettoriale

di tutti i vettori applicati in questo. Si ottiene cosi la tesi.
m

Proposizione 23. Ogni sistema S di vettori applicati puo essere ridotto tramite
operazioni elementari ad un sistema di due soli vettori applicati. Uno dei due punti
di applicazione puo essere scelto a piacere.

Dimostrazione. Si scelga un punto () a piacere e altri due punti @1, ()2 in modo che
@, Q1,2 non siano allineati. Per la Proposizione 22 possiamo ridurre S tramite
operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (eventualmente nulli) W, W, W
applicati in @), Q1, Q2 rispettivamente. Sia II; il piano passante per Q, @1, Q1 + w;
e I, il piano passante per @, Q2, Q2 + Ws. Se Wy (risp. wWs) € nullo scegliamo un
piano qualsiasi passante per @ e @ (risp. @ e Q2).

Consideriamo prima il caso generale, in cui

I # I, Q1, Q2 &

dove r = Iy NII; e la retta corrispondente all’intersezione dei due piani. Scegliamo
un punto A # @ su r. Il vettore applicato (Wi, Q1) € equivalente all’insieme dei
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due vettori applicati {('LB?,QI), (Wi, @Q1)}, diretti come Q1 — Q e Q1 — A e tali
che w; = 'zﬁ? + w#. Questi due vettori si possono trasportare lungo le loro linee
di azione in modo che risultino applicati in ) e A rispettivamente. Possiamo
inoltre eseguire una riduzione analoga sul vettore applicato (s, @2). In questo
modo abbiamo ridotto S ad un sistema di tre vettori applicati in () e due vettori
applicati in A. Si conclude usando la prima operazione elementare.

Nei casi particolari non ancora considerati possiamo procedere come sopra
scegliendo il punto A in modo opportuno. Se

I, #1l;, e @ €r (risp. Q2 €7)

basta prendere A = Q) (risp. A = @), se invece
Hl = H2

possiamo prendere indifferentemente A = )1 oppure A = @s.
O

Proposizione 24. Ogni sistema di vettori applicati equilibrato si puo ridurre ad
un sistema nullo, cioé costituito da soli vettori nulli, tramite operazioni elementari.

Dimostrazione. Applicando a tale sistema la riduzione della Proposizione 23 si
arriva ad un sistema di due vettori applicati che risultano necessariamente opposti
(poiché la risultante € nulla) e diretti lungo la retta congiungente i loro due punti di
applicazione (poiché il momento risultante rispetto a un polo qualunque & nullo).
Tale sistema si riduce mediante la seconda operazione elementare ad un sistema
nullo.

[]

Proposizione 25. Sia S = {(vy, P1), (U2, P), (Us, P3)} un sistema equilibrato for-
mato da soli tre vettori. Allora le rette di applicazione di tali vettori sono coplanari.
Inoltre, tali rette sono concorrenti in uno stesso punto oppure parallele.

Dimostrazione. Indichiamo con 71, 79, 73 le tre rette di applicazione. Se queste sono
coincidenti il risultato vale banalmente. Se non € cosi allora possiamo trasportare
i vettori ¥; lungo le loro linee di azione e assumere che i punti di applicazione P;
non siano allineati. Consideriamo le coppie (v, P;) e (Us, P5). Dato un punto @
dell’asse r12, passante per Py, P», le proiezioni dei momenti

(P — Q) x vy, (P — Q) x Uy

lungo 715 sono nulle. Poiché il sistema e equilibrato, il momento risultante rispetto
a qualunque polo ¢ nullo, quindi anche la proiezione del momento

(Ps— Q) x U3
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7 P
U
PS.’,/' 2\\\ /.Pl
\//\\ //
Pyy . . V2|V
2[ \\\\ Uy V1
o g 4
e T2 Py
Py
Us

Figura 5.1: Sinistra: le rette di applicazione sono coplanari. Destra: se due rette di
applicazione di incontrano in un punto () allora anche la terza retta di applicazione
passa da Q.

lungo r15 deve essere nulla. Dunque i vettori v3, P3 — (), P, — P; sono linearmente
dipendenti e il punto P; + v3 sta nel piano P, P,P;. Analogamente si dimostra
che i punti P; + v, P> + U5 stanno in tale piano. Quindi le rette di applicazione
1, 79,73 sono coplanari (vedi Figura 5.1 a sinistra).

Se r1,ry si incontrano in un punto ), si possono trasportare vy, v, fino ad avere
il loro punto di applicazione in (). La somma 4 = v; + v, di tali vettori applicata
in () equivale al sistema dei due vettori applicati. Poiché il sistema S ¢ equilibrato,
la linea di azione r di (u, Q) deve coincidere con la linea di azione r3 di (v, P3),
che quindi deve passare per ) (vedi Figura 5.1 a destra). Se invece r; e ry sono
parallele, e parallela ad esse anche r3: infatti, se r1, 73 non fossero parallele, essendo
coplanari avrebbero un punto in comune, e in questo punto dovrebbe concorrere
anche r,.

O

Proposizione 26. Dati due sistemi equivalenti di vettori applicati

Sl - {(6]7 Pj)}j:l,...,N? 82 - {(U_j’m Qk)}k:l,...,M;

posstamo sempre ridurre 'uno all’altro tramite operazioni elementarsi.

Dimostrazione. Si consideri il sistema S§ = {(—Wp, Qn) }n=1,. p- 1l sistema S5 =
{81, 82,85}, composto dall’'unione dei tre sistemi, si puo ridurre a S; tramite opera-
zioni elementari. Infatti per ogni vettore wy, in S; si trova —wy, in S applicato allo
stesso punto (), quindi queste coppie di vettori si possono cancellare. Osserviamo
adesso che il sistema {S, 84} ¢ equilibrato, poiché la risultante e il momento risul-
tante (rispetto a qualsiasi polo) di S} sono opposti a quelli di Sy, che sono uguali
a quelli di &;. Quindi {S;, 85} si puo ridurre tramite operazioni elementari ad un
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sistema nullo per la Proposizione 24. Concludiamo quindi che il sistema S3 si puo
ridurre anche a S, tramite operazioni elementari. O

5.5.1 Asse centrale

Dimostriamo il seguente risultato.
Proposizione 27. Dato un sistema di vettori applicati
S ={(v;, P)}i=1. N, (5.10)

con risultante R non nulla, esiste un’unica retta r, detta asse centrale, formata
da tutti e soli i punti Q € E3 tali che

NoxR=0. (5.11)

Dimostrazione. Ricordiamo innanzitutto che per ogni scelta di P,Q € E? si ha
Np=Ng+(Q-P)xR. (5.12)

Scelto a piacere un punto O’ € E3, con- S
sideriamo il piano Ilo/ passante per 04 asse centrale 7

e ortogonale alla risultante R. Osser-

Qo+

viamo che se ) € Ho e @' & un punto B . Q' :
della retta {@Q + AR, A\ € R} passante i -
per () e parallela a R, dalla relazione e
(5.12) si ottiene N = Ng, quindi in Qo |
particolare si ha 104 | Q

Ng x R=Ng x R. |
Per dimostrare l’esistenza dell’asse centrale posso dunque limitarmi a cercare
nel piano IIp un punto @)y tale che Ng, x R sia nullo. Si ha

Ng, x R=(No +(0'— Q) x R) x R= Ny x B— |R]*(0' — Qy),

poiche (0" — Q) L R. Quindi, ponendo ]\7@0 x R = 0, si ottiene come unica
soluzione

1

; _ —
QO -0 = |R|2R X NO/.
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Dalla relazione (5.12) segue anche che
NP'E:NQ'R, VP,QEEB. (513)

L’espressione Np - R non dipende dalla scelta del polo e si chiama trinomio in-
variante, con riferimento alla somma dei tre termini che si ottengono sviluppando
il prodotto scalare.

Per ogni punto @ € E? usando la formula (1.8) possiamo scrivere NQ come
somma di due vettori ortogonali:

L1 L L L

Ny = T [(Ng - R)R+ R x (Ng x R)]. (5.14)

Il primo vettore e lo stesso al variare di () perché NQ . R & il trinomio invariante.

Se si sceglie come polo un punto )y dell’asse centrale si ha ]\7@0 x R =0. Quindi,
dalla relazione

- 1 - 2 o2 _, - _
Nl = |§‘2¢<NQ-R> BRI+ R x (Ng x B)

2
9

segue che
Ng,| = min |Ng|.
[Ng, | s |Ng|

Esercizio 15. Trovare [’asse centrale nel caso del sistema S costituito delle forze
di gravita applicate in N punti materiali Py, ..., Py di masse my,...,my:

dove g e l’accelerazione di gravita.

5.5.2 Coppie di vettori applicati

Una coppia di vettori applicati ¢ un sistema della forma

{(617 Pl)a (627 PQ)}

tali che ¥, + ¥, = 0. Assumiamo @; # 0. La quantitd |(P, — P5) x ©|/|91],
che rappresenta la distanza tra le due rette di applicazione Pyv;, PyUs, si chiama
braccio della coppia.

Osserviamo che il momento di una coppia di vettori applicati non dipende dalla
scelta del polo. Infatti si ha

(Pl—Q)X171+(P2—Q>XﬁQI(PI—PQ)Xﬁl, VQGE?’
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Proposizione 28. Ogni sistema di vettori applicati S = {(U;, P;) }iz1..n € equi-
valente ad un sistema costituito da un vettore applicato in un punto qualunque @,
e da una coppia di vettori applicati, dipendente dalla scelta di Q).

Dimostrazione. Sia R = >, U; larisultante dei vettori del sistema e ]\7@ => . (P—

Q) x v; il momento risultante rispetto ad un polo fissato @ € E? scelto a piacere.
Consideriamo il sistema di vettori applicati

S'={(R,Q),(% Q) (~0.Q2)}

con Q1,Q, € E? e ¥ € V3, scelti in modo che il momento (Q; — Q) x ¥ della coppia
{(U,Q1), (—U,Q2)} sia uguale a Ng. Si verifica facilmente che S’ ¢ equivalente a
S.

[

Proposizione 29. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema di vet-
tori applicati S = {(v;, P;) }iz1,. N Sia equivalente al sistema composto da un unico
vettore applicato in un punto opportuno, oppure ad una sola coppia, ¢ che il tri-
nomio invariante sia nullo. Se la risultante R ¢ non nulla si ha il PrimMo caso e
il punto di applicazione ¢ un punto qualunque dell’asse centrale, se R =0 si ha il
secondo.

Dimostrazione. La condizione
Nog-R=0 (5.16)

per un polo @ € E3 (e quindi per tutti) & necessaria. Infatti se S & equivalente ad
un sistema composto da una sola coppia allora questo sistema ha risultante nulla.
Se invece S ¢ equivalente ad un unico vettore applicato in un punto @’ allora il
momento risultante rispetto a )" € nullo. In entrambi i casi il trinomio invariante
¢ nullo.

Vediamo che la condizione (5.16) ¢ anche sufficiente. Se R = 0 allora, usando
la Proposizione 28, si trova che S ¢ equivalente ad una coppia di vettori applicati.
Se R #+ 0 basta osservare che NQ — 0 per ogni punto Q dell’asse centrale, infatti
si ha

NQ'RZO, NQXEZG.

Dunque, usando sempre la Proposizione 28, si ottiene che § € equivalente al sistema

{(R.Q)}.
O

Osserviamo che nella discussione precedente € compreso il caso di un sistema
equilibrato: in tal caso I'unico vettore o 'unica coppia sono nulli.
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Esempio 3. Il sistema di forze di gravita S dell’Esercizio 15 ¢ equivalente al
sistema S’ = {(R,B)} formato da un’unica forza B = —mgé; applicata nel
baricentro B, infatti il trinomio invariante NQ - R & nullo (tutte le forze sono
parallele ed NQ ¢ ad esse ortogonale) e il baricentro ¢ un punto dell’asse centrale.

Come conseguenza il momento risultante delle forze di gravita rispetto al
baricentro e nullo.

Esercizio 16. Mostrare che ogni sistema di vettori applicati paralleli ha trinomio
invariante nullo.

Suggerimento: vedere I'esempio precedente.
Diciamo che un sistema S = {(v}, P;)};=1,.. v di vettori applicati ¢ piano se i
punti P;, P; +9;, j =1,..., N giacciono tutti in uno stesso piano.

Esercizio 17. Mostrare che ogni sistema piano di vettori applicati ha trinomio
invariante nullo.

5.5.3 Centro di vettori paralleli

Consideriamo un sistema di vettori applicati tutti paralleli, della forma

n cul

con v; € R ed & € V? & un vettore unitario. Scelto @ € E? arbitrariamente,
chiamiamo centro dei vettori paralleli v;,...,dy il punto C € E? definito
dalla relazione

N

v(C—Q) = Zvj(Pj - Q) con  v= Zvj. (5.17)

j=1 7j=1

In modo analogo a quanto fatto per il baricentro si puo dimostrare che la definizione
del centro C' non dipende dalla scelta di Q.
Osserviamo che il punto C' appartiene all’asse centrale, infatti

N N
NC:Z(P)J'_C)X'Ujézzvj(j:)j_c)Xé:U(C—C)Xé:ﬁ"
j=1

=1
Osserviamo anche che il centro C' del sistema resta lo stesso se cambiamo la dire-

zione comune € dei vettori ¥; lasciando invariati i loro punti di applicazione P},
infatti la definizione (5.17) non dipende da é.
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5.6 Sistemil meccanici conservativi

Proposizione 30. Le forze interne di tipo classico ammettono ’energia potenziale

V(@ Z Vi (pij(x z = (z1,...,2N), (5.18)
1<i<j<N
con "
= fz]a
dpw

ctoe valgono le relazioni

F'=_-v, v — k=1,.. N

Vo, VI = {avmr
T -

8wk

dove

Dimostrazione. Osserviamo che p;; = pj; e che le funzioni V;;(pi;) e Vji(pi;) pos-
sono differire solo per una costante additiva poiché f;; = fj;. Si ha quindi

N
Vo VO = Y Vo V=D VoV
1<i<j<N ];}c
J
AV Tk
= Z oy, Vi = kaa 7:—21%:—1’”
J?ék J?Hf #k

Nei passaggi precedenti abbiamo usato il fatto che
Vij = Vii(pij) = Vij(J@: — a5]),

per cui V;; non dipende da @, se k # 4, j. Inoltre abbiamo usato le relazioni

k,j=1,...,N.

Oz, — x| T _ -
8wk

vwkpkj = |:

|y, — 5]
]

Nella Figura 5.2, per N = 4, evidenziamo a sinistra con una curva tratteggiata
gli indici dei termini che appaiono nella somma che definisce V() a destra mettia-
mo invece in evidenza gli indici dei termini non nulli che appaiono nell’espressione
di mGV(I ) per k = 2. I cerchi grigi pitt grandi corrispondono agli indici (4, j) per
cui si ha ¢ = k oppure j = k. Al posto dellindice (1, 2) possiamo considerare (2, 1)
perché Vi5 e Vs differiscono al piu per una costante.
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Py j
4—7 : ° ° o,‘ 477 ° : ° \: °
3+ 3 . . o 34 . 3 .o o
I I :
2 + l\j/ o o 2+ . : i ) o
1+ o o o 1+ :\»OA/: ) o
O T T } } Z O : T T T 1
1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 5.2: Caso N = 4. Indici dei termini della somma che definisce V) (a
sinistra); indici dei termini non nulli che appaiono in V,, V& per k = 2 (a destra).

Osservazione 18. Possiamo anche assumere, senza perdita di generalita, che
Vii = Vji. In questo caso l’energia potenziale delle forze interne si scrive

N
1
V@) =35> Vilew)

i#]

Osservazione 19. Le funzioni

N
Vil(@) = Vilpry),  k=1,....N
JZh
soddisfano le relazioni
Fk(l) - _vwkvk(l)»

ma la somma Z]kvzl Vk([) non va bene come energia potenziale delle forze interne,
perché ci da un contributo doppio delle forze.

Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamente
con

N N
j=1 j=1
Con questa notazione si ottiene
=10 415,

Abbiamo la seguente



5.6. SISTEMI MECCANICI CONSERVATIVI 93

Proposizione 31. (teorema dell’energia cinetica) Sia x(t) = (xi(t)...xzN(t))
una qualunque soluzione delle equazioni di Newton (1.13). Allora, lungo questa
soluzione vale la relazione

T=1=19D 4+ 10", (5.19)

Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale VD, allora la (5.19)
St puo scrivere

d

(T + V) =1, (5.20)
Dimostrazione.
al al N m; d .
Jj=1 j=1 j=1

Siccome le forze interne ammettono I’energia potenziale V()| abbiamo

N N
%Vm B ATCEN o R TUR A o U )
=1 =1

da cui segue (5.20). O

Definizione 9. La forza esterna Fj(E) che agisce sul punto P; si dice conservativa
se e puramente posizionale, cioé Fj(E) = Fj(E) (x;), ed esiste una funzione scalare
Vi(x;) tale che Fj(E) = —V,,Vj.

Definizione 10. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativo
se le forze Fj che agiscono sui punti P; sono puramente posizionali e se esiste una
funzione scalare V(x) tale che F; = =V, V, per j = 1...N. La funzione V si
chiama energia potenziale del sistema.

Se le forze esterne Fj( ) sono conservative con energia potenziale V; allora la

funzione
N

VO (z) = Vi(x))

j=1
soddisfa
FP = v, v®  j=1..N

J
In questo caso il sistema meccanico e conservativo, con energia potenziale

Vi) =VD(x)+VE (x).
Introduciamo 'energia totale

E(z,z) = T(x, ) + VD (x) + VP (x).
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Proposizione 32. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistema
di N punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterne
conservative € un integrale primo.

Dimostrazione. Usando la (5.20) si ha

d d
(T +VD L yEY 1B L Zy(E) —
a T Vv M ’
infatti
d N N
Sy va.V(E) dy = — ZE(E) P ()
dt i=1 i=1

5.7 Altri risultati sul problema degli N corpi
Consideriamo N punti materiali P, ... Py di masse m; ... my soggetti soltanto alla

loro interazione mutua, dovuta a forze interne di tipo classico. Sia V(x;...xy)
I’energia potenziale di tali forze, per cui il moto dei punti soddisfa le equazioni

mj:'i:j = —ijV(wl c. QZN).

Introduciamo il momento di inerzia del sistema rispetto al baricentro xg:

N
](J,‘l .. .Q?N) = Zmzkvz — iL'B|2.
=1

Dimostriamo che il momento di inerzia si puo scrivere in termini delle distanze
mutue tra i punti:

Proposizione 33. Vale la sequente formula

N

1
I:Zmi\wi—$3|2: — m;m;|&; — &; 2. (521)
=1 m 1<i<j<N
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Dimostrazione.
N N N
2 _ 1 A 2 2 _
> mimgl@; — ;) = §szzmj(|wi| + |@;|” — 2@, - x;) =
i,j=1 =1 j=1
i<j j?'éi
= —Zml m — m;)|x;|* + ij m —m;)|z;|? mej x;) =
1,j=1
i#i
= mz:mzkvA2 z:m2|wz|2 Zmlmj x;) =
i,7=1
i#]
= mZmchZ] - Zm,mj x;).
i,j=1
Inoltre
N N | XN | XN
Zmi|$i - $B|2 = Zmi <$z - mj%’) : <"Bz - th$h> =
: , m 4 m
= = j=1 h=1
m;m Yo e
D NS DCLMIS ) SR
1,7=1 Jh 1
9 1
= Zm1]w2| ——Zmlmj »~wj)+—2mimj(wi~wj).
ij=1 m =

]

Osservazione 20. [l risultato precedente é utile per interpretare alcune questioni
sul moto degli N corpi in termint del moto delle distanze mutue.

A meno di applicare una trasformazione galileiana, possiamo assumere che il
baricentro degli N punti sia fermo nell’origine: &g = 0. Dimostriamo la seguente

Proposizione 34.
N

I =4T +2 Z F - x;
i=1
Dimostrazione. Basta derivare due volte I(x;...xy) rispetto a t ed usare le
equazioni di Newton:

N N N
i=1 =1 i=1
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Corollario 2. (identita di Lagrange) Se le forze sono conservative e l'energia
potenziale V' e omogenea di grado o« allora

N
[=4T =2) "V, V- x; =4T = 2aV = 4E — 2(a + 2)V,

i=1

cioé I dipende solo dalla posizione dei punti e dall’energia totale E.

5.8 Esercizi
Esercizio 18.

i) In un piano assegnato si fissi un sistema di riferimento Oéiéy e si consideri
il sistema di forze applicate

F = {(ﬁhPl), cee (ﬁ5,P5)}

con

—

‘F}:jé% Pj:O+jé17 ]:1775

Trovare l’asse centrale del sistema F.
i1) In un piano assegnato si consideri un sistema di vettori applicati paralleli
S:{<171,P1),...,(6N,PN)}, N > 1.

St prendano in tale piano due rette ri,ry parallele e distinte, aventi la stessa
direzione det vettori v; del sistema S.

Mostrare che é possibile trovare un sistema di vettori applicati equivalente
ad S costituito da due vettori paralleli alle rette r1,ry (eventualmente nulli)
applicati uno a un punto di ri e l’altro a un punto di rs.

Esercizio 19. In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Oééy e
st considert una lamina quadrata, orientata come in figura, con lati di lunghezza
20 e vertici Py, Py, Py, Py. Ai vertici della lamina vengono applicate le forze

ﬁ1=F(é1+é2), ﬁ2:ﬁ17 133:Fé27 ﬁ4=—ﬁ17

con F' > 0.
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i) Trovare l’asse centrale del sistema
F ={(F;, P <j)}j=1..4
e dire se esso interseca la lamina.

i1) E possibile aggiungere una forza F; applicata ad un punto Ps della lamina
in modo tale che il sistema di forze applicate esteso

F= {(F;W Pj)}i=1..5

sia equilibrato?



Capitolo 6

Il corpo rigido

Descriviamo l'insieme delle configurazioni e le proprieta cinematiche dei corpi rigidi, nel
caso discreto e continuo.

6.1 Definizioni e preliminari geometrici

Definizione 11. Un corpo rigido discreto e un sistema formato da N punti ma-
teriali che mantengono invariate nel tempo le loro distanze mutue.

Definizione 12. Un corpo rigido continuo é un sistema formato da una distri-
buzione continua di punti che mantengono invariate nel tempo le loro distanze
mutue.

Nel seguito svilupperemo la teoria per un corpo rigido discreto e nella Sezione 6.6
discuteremo il caso di un corpo rigido continuo.

Sia € un corpo rigido discreto formato da N punti materiali P, ..., Py di masse
mi,...,my. Fissato un riferimento X = O é,€2€3, le posizioni dei punti P; sono
individuate dai vettori P;—O, con coordinate x; nella base {€1, €2, €3}. Le distanze
mutue p;; = |&; — x;| tra punti diversi P, P; di € soddisfano le relazioni

per certe costanti ¢;; > 0.

Con la definizione di corpo rigido discreto incontriamo un primo caso in cui i
punti del sistema non si possono muovere liberamente, infatti le loro coordinate
sono soggette alle relazioni (6.1). Osserviamo che, per N abbastanza grande, que-
ste relazioni non possono essere tutte indipendenti, cioe i gradienti delle funzioni
pij — Cij non possono essere tutti vettori linearmente indipendenti: infatti questi
vettori sono N(N — 1)/2 e lo spazio ambiente ha dimensione 3N. Richiamiamo
adesso alcuni concetti geometrici utili per comprendere la descrizione cinematica
di un corpo rigido.

99
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6.1.1 Sottovarieta di R™

Definizione 13. Sia ¥ : R™ — R* una mappa differenziabile, con 1 < k < m.
Diciamo che l’insieme
C={xeR":¥(x)=0} (6.2)

¢ una sottovarieta di R™ (o semplicemente una varieta) di dimensione n =m — k

Se

ow
rank %(w) =k, Ve € C.

Esempio 4. Il cerchio di raggio unitario centrato nell’origine
S'={(z,y) € R?: U(z,y) = 0},

dove
U(r,y) =" +y* — 1,

¢ una sottovarieta di R? di dimensione 1, infatti

ov

m(x7y) = 2(1’,y) 7& (070)7 V(x,y) cC.

Esempio 5. L'insieme C = {(z,y) € R*: ¥(z,y) = 0}, con
\IJ(:[) y) = x2 - y27

¢ I'unione di due rette ortogonali passanti per 1'origine

e non ¢ una sottovarieta di R?. Infatti Yy
ov
($7y>:2(x7_y)7 xr
Nz, y)

che si annulla per (z,y) = (0,0) € C.
Notiamo che in (z,y) = (0,0) la retta tangente a C non ¢ definita. Comunque
I'insieme C \ {(0,0)}, composto da quattro semirette disgiunte, ¢ una sottovarieta

di R?.

Rappresentazione parametrica e coordinate locali

In (6.2) abbiamo introdotto la sottovarieta C tramite una sua rappresentazione
implicita, nel senso che essa viene definita come luogo di zeri della mappa ¥. E
anche utile descrivere C in un altro modo, tramite delle sue parametrizzazioni
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locali. Per il teorema delle funzioni implicite, possiamo introdurre in un intorno?

di ogni punto di C delle coordinate locali
q= <QI7"‘7qn>
e una mappa della forma

R"DU>q+~ x(q) €C,

con

ox

rank ==(q) = n,

dq
definita su un aperto U di R”. Una scelta delle coordinate locali si puo fare nel
modo seguente. A meno di riordinare le componenti zq,...,z, di & possiamo
assumere che in un intorno di * = x( si abbia

ov
det —— #0
a(xla s 7$k)

e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, possiamo scrivere 1, . ..,z in fun-
zione delle n variabili z;.4,...,2,,, che dunque si possono usare come coordinate
locali.

Esempio 6. Si consideri la sottovarieta di R? dell’Esempio 4, definita da
S'={(z,y) eR*: U(a,y) =0},  V(z,y) =2’ +y’ L
Il punto (z1,y1) = (0,1) appartiene a S*. Poiché

ov

per il teorema delle funzioni implicite esistono a > 0 ed un’unica funzione continua
y = f(z) tale che f(0) =1e

U(z, f(x)) =0
per ogni x € (—a,a). In questo caso si puo anche scrivere esplicitamente I’espres-
sione della funzione f:

f(z) =v1—2a? ze(—1,1).

La mappa
(-1,1) 3z (z, f(z))

¢ una parametrizzazione locale di S* in un intorno di -1

(z1,91) = (0,1).

1Un intorno di un punto xo di una sottovarieta C di R™ e dato dall’intersezione V N C di
questa varieta con un intorno V' di &gy in R™.




102 CAPITOLO 6. IL CORPO RIGIDO

Osserviamo che anche il punto (3, y2) = (1,0) appartiene a C, pero

ov
8_y(1’0) =0,

quindi non possiamo usare il teorema delle funzioni implicite per descrivere S! in
un intorno di (x2,y,) con una funzione della variabile z. Poiché

ov

possiamo trovare a > 0 ed una funzione continua x = ¢(y) tale che g(0) =1 e

U(g(y),y) =0

per ogni y € (—a,a).

Anche in questo caso possiamo scrivere g esplicitamente Y
come 1
gy)=v1-y*  ye(-L1)
— X
e possiamo scrivere la parametrizzazione locale come
-1
(=1,1) 2y = (9(y),y).

L’insieme S! ammette anche le seguenti parametrizzazioni locali, che usano la
coordinata angolare 6:

(a—ma+m) 30— x(0)=(x(0),y(#)) = (cosb,sinb),

dove a € [0, 27). Scegliendo opportunamente il valore di a possiamo rappresentare
un intorno di ogni punto di S?.

Esempio 7. Si consideri la sfera bidimensionale in R?, definita da
S? = {(z,y,2) € R® : ¥(x,y, z) = 0},
dove
U(z,y,2)=a>+y* + 22— 1.

Poiché
ov

Az,y,2)

I'insieme S? ¢ una sottovarieta di R? di dimensione 2. Possiamo rappresentare S?
tramite due parametrizzazioni locali della forma

(v,y,2) = 2(z,y,2) #0,  Y(z,y,2) € S*,

q— x(q) = (z(q),y(q), 2(q)),
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dove g = («, d) sono coordinate sferiche. Una delle due mappe ¢ data da
xr=cosdcosa, Yy =-cosdsinqa, 2z =sind,

con a € (—m,7m),d € (—7/2,7/2) e ricopre S? meno un arco 73, che corrisponde a
un meridiano. L’altra mappa e data da

r=—cosacosd, Yy=sina, z=cosasind,

con a € (—7/2,7/2),0 € (—m,m) e ricopre S? meno un arco 7, che corrisponde a
meta dell’equatore. Osserviamo che v; Ny = 0.

6.2 Proprieta cinematiche di un corpo rigido

6.2.1 Configurazioni di un corpo rigido con tutti i punti
allineati

Consideriamo prima il caso in cui tutti i punti del corpo rigido € siano allineati.

Proposizione 35. Se tutti i punti di € sono allineati, il suo insieme delle confi-
gqurazioni € in corrispondenza biunivoca con ['insieme

R3 x S,
dove S? ¢ la sfera unitaria bidimensionale in R3.

Dimostrazione. Dati i valori delle costanti ¢;; in (6.1), per conoscere le posizioni
di tutti i punti del corpo basta conoscere le posizioni di due di essi, ad esempio
Py, P,. Le coordinate di ogni altro punto P; di € sono determinate univocamente
dalle costanti c;;, co;. Per conoscere la posizione di P; possiamo specificare le sue
coordinate cartesiane in R? e, visto che la distanza tra P, e P, ¢ la costante c¢5 # 0,

per conoscere la posizione di P, ci basta conoscere il versore ;;:g‘, che individua

un punto della sfera S2.
]

6.2.2 Configurazioni di un corpo rigido con tre punti non
allineati

Consideriamo adesso il caso in cui esistano tre punti del corpo non allineati. A
meno di rinumerare i punti possiamo assumere che questi siano P, P5, P3. In
questo caso, per descrivere le configurazioni del corpo ci serviamo del seguente
strumento.
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Definizione 14. Diciamo che un sistema di riferimento ¥’ = Q'€ é,é; é solidale

al corpo rigido € se i punti P; del corpo hanno tutti velocita nulla rispetto a ¥,
cioe se le coordinate di tutti i punti P; sono costanti in X'.

Possiamo costruire esplicitamente un siste-

ma di riferimento solidale ¥’ = O’é’ é,é; fa- i
cendo uso dei punti non allineati Py, Py, Ps. o=nr
Ad esempio, poniamo O’ = Py, &} = (P, — Pye
P1)/pi2, €, € w(Py, P, P;), che ¢ il pia- o

AR 1

no generato dai tre punti, con é, € € e

(P;— Py)-é,> 0. Infine é; = € x é,. Py

Le coordinate dei punti P;, P, P3 sono chiaramente costanti in ¥'. Osserviamo
anche che in tale riferimento le coordinate ac; di ogni altro punto P; del corpo sono
costanti.?

Diamo la seguente caratterizzazione dell’insieme delle configurazioni del corpo
rigido.

Proposizione 36. Se € ha tre punti non allineati, il suo insieme delle configura-
zioni e in corrispondenza biunivoca con

R? x SO(3).

Dimostrazione. Sia ¥/ = O'é|é,é% un riferimento solidale a €. Assumendo che le
coordinate (costanti) &’ dei punti P; del corpo in X’ siano note a priori, mostriamo
che per determinare le coordinate x; dei P; in X ci basta descrivere la posizione del
riferimento Y’ rispetto a X. Questa ¢ determinata dalle coordinate @, dell’origine
O’ in ¥ e dalla matrice R = (Ry;,) dei coseni direttori

N A~
Rkh =€, - €

della terna €, €5, € rispetto a €y, €9, €é3. La matrice R, che fornisce l'orientazione

di ¥’ rispetto a X, ¢ ortogonale, e det R = 1 perché le due terne sono entrambe

levogire, per cui R € SO(3). Notiamo che si ha

2Notiamo che le coordinate dei punti P; (j > 4) del corpo non sono univocamente determinate
dalle costanti ¢y, c25, ¢35 in quanto l'intersezione non vuota delle 3 sfere di centro P; e raggio c;;,
¢ =1,2,3 da luogo genericamente a due punti. Comunque, la continuita del moto dei P; implica
che le loro coordinate a:; in ¥’ siano costanti nel tempo.
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Mostriamo adesso che la corrispondenza tra le possibili coordinate x;,j =
1,..., N, dei punti del corpo in X e I'insieme R? x SO(3) ¢ biunivoca. Assumiamo
che Py, Py, P; siano tre punti di € non allineati e definiamo la mappa

®:R*x SO(3) —» R?

tramite la relazione

®(zo, R) = (xo + Rx}, xo + Rxh, xo + Rxy). (6.4)
Osserviamo che ® ¢ iniettiva, infatti se

ac(ol,) + Ry = mg,) + Ry, j=1,2,3
allora
Ri(xy — @) = Ra(xy — ay), Ry(xy — @) = Ro(ay — ay)

con @) — &', ¢4 — &) vettori linearmente indipendenti. Ne segue che (Ry) ™Ry, che

¢ un elemento di SO(3), ha due autovettori indipendenti relativi all’autovalore 1,

dunque R; = R5 e di conseguenza a:(ol,) = mg/).

]

Se sono note le coordinate @, j = 1,..., N dei punti P; nel riferimento solidale
Y/, per descrivere le coordinate dei punti del corpo in X ci basta conoscere le
coordinate in X di Py, P, P5. Infatti le coordinate dei punti P}, j > 4 si ottengono
da (6.3) e vale il risultato seguente.

Proposizione 37. Le coordinate xo e la matrice di rotazione R si ottengono
univocamente dalle coordinate xq, T2, x5 € x|,y b dei punti Py, Py, Py in 3, %'
rispettivamente.

Dimostrazione. Poniamo

Uu=axTry—x;, V==T3—T], W=UXDWD,

u=x,—x), vV=aj-—x|, w=u x
e osserviamo che
u=Ru, v=Rv, w=Ru xRv=R(u xv')=Rw.
Considerando le matrici invertibili

A= [upplw], A= [u]vw],
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che hanno per colonne rispettivamente i vettori u, v, w e u’, v, w’, si ottiene
A= RA,
da cui
R=AAY.

A questo punto il vettore o si puo ricavare dalla prima delle (6.3).
m

L’insieme R? x SO(3) & una sottovarieta di R di dimensione 6, infatti vale il
seguente risultato.

Proposizione 38. L’insieme O(3) ¢ una sottovarieta di R® di dimensione 5.

Dimostrazione. Considero la mappa ¥ : R? — R le cui componenti ¥;;,1 <4 <
j < 3 sono definite da

3
‘I’ij(a) = Z QipQjip — 51';‘7
h=1

dove a = (CLH, 192, Q13, 21, 29, 23, A31, A32, a33). Se a soddisfa \IJ(CL) = 07 allora la
matrice
ailx G2 Q13
A= | an ax ax

31 Aaz2 as3

¢ ortogonale, cioe A € O(3). Abbiamo

[ 2&11 2&12 2@13 0 0 0 0 0 0 i
a1 Gz  azs a;;r  ajg  ajz O 0 0
0¥ (a) _ asy Gs2  Aas3 0 0 0 ai; G2 Gai3
oa 0 0 0 2a21 2@22 2@23 0 0 0
0 0 0 a3 azx azz ax  ax A
L 0 0 0 0 0 0 2@31 20,32 2&33 1

Dette 7y, ...,76 € R? le righe di 0¥ /0a, la relazione

6
Z )\j’l"j = 0, (65)
j=1

con Ay, ..., ¢ € R, puo valere solo se i A\; sono tutti nulli. Infatti (6.5) ¢ un sistema
di 9 equazioni scalari: dalle prime tre otteniamo

2/\1A1 + )\2A.2 + )\3A3 - O,
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dove A1, Ay, A3z sono le righe della matrice A, che sono linearmente indipendenti
perché det A = +1, quindi A\; = Ay = A3 = 0. Analogamente, dalle tre equazioni
scalari intermedie otteniamo

20A1 + MA2 4+ A5A3 =0,
quindi anche Ay = A5 = 0 e dalle ultime tre equazioni si ha
203A1 + M5A0 4+ AgA3 =0,

quindi anche A\g = 0.
m

Osservazione 21. SO(3) ¢ una componente connessa di O(3), definita dalle ma-
trici di O(3) con determinante 1. Ne seque che anche SO(3) é una sottovarieta di
RY di dimensione 3.

6.2.3 Gli angoli di Eulero

Introduciamo delle coordinate locali sulla varieta SO(3) delle rotazioni in R3. Ab-
biamo visto che SO(3) corrisponde allinsieme delle configurazioni di un corpo
rigido con un punto fisso, che abbia tre punti non allineati.

Sia > = Oxyz un riferimento fissato, con O il
punto fisso del corpo ed €4, €5, é3 i versori de-
gli assi di X. Sia inoltre ¥’ = Ox'y’'2’ un rife-
rimento solidale al corpo rigido, ed €, é;, €
i versori degli assi di ¥'. A meno di ruotare
>’ si puo assumere che il piano Oé; €, non sia
parallelo a Oé’é,. Dall’intersezione dei due
piani risulta definita una retta

égXég

={déy,\NER oy = ——=
ry = {\éy, I3 én &5 < &,

detta linea dei nodi.
Introduciamo le seguenti quantita:

I'angolo ¢ tra é; e éy (angolo di precessione),
I'angolo 6 tra é; ¢ €5 (angolo di nutazione),

I'angolo 1) tra éy e €} (angolo di rotazione propria).
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Le quantita ¢, ¢, 8 si chiamano angoli di Eulero.

La rotazione che porta il riferimento ¥ = Oxyz a coincidere con ¥’ = Ox'y'2’
si puo effettuare tramite una successione di tre rotazioni, passando da sistemi di
riferimento intermedi ¥y = Ox1y; 21, X9 = Oxaya25 (vedi figura).

21 =z

Prima si fa una rotazione di ¢ attorno a Oz, in modo che I'asse Ox; abbia la stessa
orientazione di éy. Poi si esegue una rotazione di 6 attorno a Oz, portando Oz in
Oz = OZ'. Infine si fa una rotazione di ¢ attorno a Oz’ per arrivare al riferimento
Y.

Dette u = (uy,uz, uz) ed w' = (u},u, us) le coordinate di un vettore 4 € V3
nelle basi {é1, €y, €3} e {€], é,, é;} rispettivamente, vale la relazione

u=Ru,  R=RPR)RY, (6.6)

in cui RY ¢ la matrice di rotazione di un angolo a attorno all’z-mo asse coordinato:

1 0 0 cosa —sina 0
RV =10 cosa —sina |, R® = | sina cosa 0
0 sina Cos & 0 0 1

Proposizione 39. Consideriamo un corpo rigido con tre punti Py, Py, Py non
allineati. La mappa
® R’ x SO(3) —» R?
definita da
@(iBO/, R) = (wo/ + R.’L‘ll, To + R.’,U/Q, To + ng),
dove x’; sono le coordinate dei punti P; nel riferimento solidale, ¢ un diffeomorfi-
smo sull’immagine ®(R? x SO(3)).

Dimostrazione. Per la Proposizione 36 sappiamo gia che la mappa ® ¢ iniettiva.
Sia o = (3,0, ¢) il vettore degli angoli di Eulero, definito sull’aperto U C R?, che
parametrizza localmente la varieta SO(3). Considero la mappa

x R x U = ®(R? x SO(3)) C R
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definita da
X(To, a) = (zo + R(a)a), wo + R(a)ah, Tor + R(o)xy).

La sua matrice jacobiana e

OR ../ OR_..1 OR,./
9 €1 €y e3 8—581 W;’Bl a—wl
X _ 8% 1 OR_..1 0 /
—_— = €] €y €3 a—$2 sz 3—5132
a(mOUa) 8% 1 OR,. OR .
e; €y €3 %333 WCIZ?) %1‘3
Mostriamo che le colonne C1, ..., Cy di questa matrice sono linearmente indipen-

denti. Assumiamo che valga la relazione
MO+ ...+ XCs =0, (6.7)

per dei coefficienti reali A1, ..., A¢. L’equazione (6.7) & un sistema di 9 equazioni
scalari. Facendo la differenza tra la quarta e la prima equazione in (6.7), tra la
quinta e la seconda, tra la sesta e la terza, si ottiene ’equazione

A(zy — 2}) =0, (6.8)

n cul 5 5 5
R R R
A= \— — —

>\48w+)\580 +)\68<p

Usando le relazioni
/
T; = Tor + ij

la (6.8) si puo scrivere
ART (xy — ) = 0,

dove ART & una matrice antisimmetrica.® In modo simile, facendo la differenza
tra la settima e la prima equazione, tra l'ottava e la seconda, tra la nona e la terza,
si ottiene

Azl — ) = ART (x5 — 1) = 0.

Poiché Py, P», P3 non sono allineati, i vettori «}, — ), x% — ), e quindi x; —
x,, T3 — X1, sono linearmente indipendenti, quindi la matrice antisimmetrica ART
deve essere necessariamente nulla, e dunque deve essere nulla anche la matrice A.
Abbiamo adesso bisogno del seguente risultato.

3infatti le matrici %RT7 %—?RT, g—gRT sono antisimmetriche, come si vede derivando rispetto
a 1,0, ¢ la relazione RRT = I.
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Lemma 2. Sia I
o 3 1 3
R=RPR,R,

definita come in (6.6). Allora la relazione

OR _OR _ OR
Mgy T Mgg g =0

con coefficienti reali Ay, N, Ay, tmplica che
Ay = Ag = Ay = 0.

Dimostrazione. Omettendo la scritta (1) e (3) nelle matrici Rq(l} ,R(l) R( ) in-
dicando con un apice la derivata rispetto all’'unica variabile da cui tali matrici

dipendono, e osservando che

0 —1 0
RIR,=RIR,=J% =11 0 0], (6.9)
0 00
00 0
RIRy=JY =0 0 —1 |, (6.10)
01 0
si ottiene
OR aR OR
Nomo ; + Mg )\30%:)\wR@RgR;jL)\gR(pR’eRd,+>\¢RZPR9R¢,

= AwR(RgR;Z,) + AgRRg (R Ry)Ry + A\RR R (RTR,)Ry R,
= R(A\J® + MRETORy + A RIRS TP RoRy ) = 0.

Svolgendo i conti I'equazione precedente si scrive

0 -1 0 0 0 —sin
Ayl 10 0 |+ 0 0 — cos ¢

0 0 O siny cosy 0

0 —cosf  sinfcosy
+ Ay cos 6 0 sinfsiny | =0,
—sinfcosvy sinfsiny 0
da cui si ottiene
Ay +Aycos0 = 0, (6.11)

Agsiny — A, sin @ cos ¢ (6.12)
Agcost) + Aysinfsingy = 0. (6.13)

Il
o
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Dalle equazioni (6.12),(6.13) si ottiene
Ao =0, Apsinf = 0.

Affinché gli angoli di Eulero siano definiti ci deve essere una linea dei nodi, quindi
sin@ # 0, per cui A, = 0. Sostituendo 'ultima relazione in (6.11) si ottiene Ay = 0.

O
Dal lemma precedente si conclude che
M=X=X=0
e, sostituendo nella relazione (6.7), ne segue che
A =X =A3=0
perché le colonne ey, es, e3 sono linearmente indipendenti.
O

Esercizio 20. Dimostrare che 'insieme delle configurazioni di un corpo rigido con
tutti i punti allineati & una varieta diffeomorfa a

R? x 52,

6.2.4 I quaternioni di Hamilton

Nel 1843 William Rowan Hamilton introdusse 'insieme dei quaternioni per poter
operare in modo pill agevole con le rotazioni di R3.
Un quaternione ¢ un’espressione della forma

g=a+bi+cj+dk (6.14)

dove a,b,c,d € R. I quaternoni si possono sommare e moltiplicare tra loro: la
moltiplicazione ¢ distributiva rispetto alla somma e i simboli 2, 7, k soddisfano le
relazioni

iP=j2=k*=—1, ijk = —1. (6.15)

Dalle (6.15) si ottiene che
1y =k, jk =1, ki =3,
ik = —j.  ji——k  kj——i
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Dato un quaternione g della forma (6.14) introduciamo il suo coniugato
q=a—bt—cy—dk.

La norma di q si definisce come

gl = Va2 + b2+ ¢ + &

e vale la proprieta

lall = v/aq. (6.16)

g'= ">
lq?

Dalla (6.16) segue che

Se a? +b? + ¢ + d* = 1, allora il quaternione a + b + c¢j + dk si dice unitario.
Utilizzeremo il simbolo u al posto di g per denotare quaternioni unitari. Possiamo
identificare 'insieme dei quaternioni unitari con la sfera unitaria tridimensionale

S3. Osserviamo che si ha

uw =

Un quaternione della forma
xt+yj + zk, x,y,z €R

si dice puro. Utilizzeremo il simbolo p per denotare quaternioni puri. Possiamo
identificare I'insieme dei quaternioni puri con R3.
Sia w un quaternione unitario. Consideriamo la mappa

R3 > p— upu =: R,p € R>.

Si verifica facilmente che gli elementi dell'immagine di questa mappa sono quater-
nioni puri. Si puo dimostrare che questa mappa codifica una rotazione di R?, vedi
[12]. Sia

u=a+bi+cj+dk, con |u| = 1.

Se a = =+1 allora R, ¢ la rotazione identica. Altrimenti R, ¢ la rotazione

dell’angolo
0 = 2arccosa = 2arcsin(vb? + ¢ + d?)

attorno all’asse orientato definito dal vettore (b, ¢, d).

Esercizio 21. Mostrare che si ha
RuRv - R'u,’ln

dove u, v sono quaternioni unitari.
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Osservazione 22. La mappa
S® > u s R, € SO(3)

e un omomorfismo di gruppi, con nucleo Z,, infatti quaternioni unitari opposti
definiscono la stessa rotazione. Otteniamo quindi ’isomorfismo

53/ 7y ~ SO(3).

Esercizio 22. Calcolare il vettore di R® che si ottiene ruotando (1,2,3) di un
angolo 6 = /3 attorno all’asse passante per l'origine definito da (1,0, 1).

La mappa di Hopf

Interpretando I'insieme dei quaternioni puri come R? (per cui ad esempio ¢ corri-
sponde a (1,0,0)) definiamo la mappa di Hopf

S% 5w uiw € S, (6.17)

infatti 'immagine di questa mappa € un quaternione puro ed unitario. Se u =
a+ bt + c¢j + dk allora (6.17) si scrive

(a,b,c,d) = (a® 4+ b* — ¢ — d?,2(ad + be), 2(bd — ac)).

Le fibre di questa mappa sono circonferenze e questa mappa fornisce un esempio
di fibrazione non banale.*

6.2.5 Velocita angolare e formula fondamentale della cine-
matica rigida

Definizione 15. Definiamo la velocita angolare & di un corpo rigido € come quella
di minima norma tra le velocita angolari di tutti i sistemi di riferimento solidali
rispetto ad un riferimento dato 3.

Verifichiamo che questa ¢ una buona definizione. Si presentano due casi:

Proposizione 40. i) Se € ha 3 punti non allineati allora la sua velocita angolare é
quella di un qualunque riferimento solidale a €. ii) Se invece tutti i punti di € sono
allineatr allora la sua velocita angolare e data dalla differenza tra quella di un qua-
lunque riferimento solidale a € e la sua componente in direzione dell’allineamento
dei punti.

4si puo scrivere S? come un fibrato con base S? e fibre S* che non & diffeomorfo al prodotto
S? x St
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Dimostrazione. Consideriamo due riferimenti solidali ¥, Y¥”. Denotiamo con &,

&' le velocita angolari di ¥’ rispetto a ¥ e di X" rispetto a ¥’ rispettivamente.
Caso i) La velocita angolare di ¥ rispetto a X & data da & +&'. Se Py, Py, Ps

sono punti del corpo non allineati, dalla (4.6) applicata a P, — Py e a P;— P; si ha

&' x (P, — P) =0, &' x (Ps— P) =0, (6.18)
infatti
Cp—r) =Lp-p)| +@x(P-P)
J— — [ — — w —
dt 2 1 s dt 2 1 s 2 1
e si ha
d d .
E(PQ—Pl)E,:%(PQ—Pl)E”:O

poiché Py, P, sono punti del corpo rigido, quindi hanno coordinate costanti sia in
¥’ che in ¥”. La seconda relazione in (6.18) si dimostra in modo analogo. Dalle
(6.18) segue che

quindi le velocita angolari di ¥’ e ¥” rispetto a ¥ sono le stesse.

Caso ii) Si considerino due punti P, P del corpo. Dalla (4.6) abbiamo &' x
(P, — P;) = 0, quindi le velocita angolari di 3’ e ¥” possono differire solo per una
componente lungo la direzione di allineamento.

Concludiamo che per ottenere la velocita angolare &
di minima norma tra quelle dei sistemi di riferimento
solidali al corpo basta considerare la velocita angolare
Wy di un qualunque sistema di riferimento solidale
e sottrarre da essa la sua componente &, lungo la
direzione di allineamento dei punti.

Definizione 16. Diciamo che un punto P e solidale ad un corpo rigido € se P
ha velocita nulla in tutti i riferimenti X' solidali a € che hanno velocita angolare
di minima norma.

Per quanto detto prima, nel caso in cui € abbia tre punti non allineati, affinché
P sia un punto solidale basta che esso abbia velocita nulla in un qualunque riferi-
mento solidale. Se invece tutti i punti di € sono allineati serve che P abbia velocita
nulla in un riferimento ¥’ tale che la sua velocita angolare rispetto a ¥ abbia in
ogni istante componente nulla nella direzione dell’allineamento dei punti di €.
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Proposizione 41. Indichiamo con Oy, 0, € V2 le velocita di due punti Py, Py, di
un corpo rigido, o ad esso solidali, relative ad un riferimento . Se il corpo é in
moto con velocita angolare & wvale la formula

Dimostrazione. Denotando con ¥/ = O'é}é,é; un sistema di riferimento solidale

al corpo, con velocita angolare & di minima norma, e usando le relazioni (4.7) si
ottiene

—)

17k—17h:17,/€+170/+u3><(Pk—O')—v;b—ﬁo/—cﬁx(Ph—O')
ZQX(Pk—Ph),

in cui abbiamo usato il fatto che le velocita ¥}, ¥), di P, P, relative a ¥’ sono nulle.
]

Le relazione (6.19) si chiama formula fondamentale della cinematica rigida.

Esempio 8. Calcoliamo la velocita angolare di un disco D omogeneo di raggio R
che si muove nel piano Oxy, rotolando senza strisciare sull’asse Oz. Usiamo come
coordinata ’ascissa s del punto di contatto tra il disco e 'asse Ox.

Scelto un riferimento solidale con é; = é3, dall’Osservazione 24 abbiamo

W =wesz, wER.

Poiché il disco rotola senza strisciare, la velocita vp del punto P del disco a contat-
to con 'asse Ox € nulla. Detto B il baricentro del disco, dalla formula fondamentale
(6.19) si ottiene

0 = ¥p = U +weés x (P — B) = §é; —wés X Réy = (5 +wR)é;.
Si trova quindi che

Ww=—=.

R

Nell’esempio precedente osserviamo in particolare che la velocita v non cor-
risponde a quella del punto di contatto tra disco e asse Ox, che quando & # 0 &
un punto diverso del disco da istante a istante (vedi figura seguente).
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6.2.6 Velocita angolare e angoli di Eulero

Facendo riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 6.2.3 dimostriamo la
formula seguente.

Proposizione 42. la velocita angolare di un corpo rigido si puo scrivere in termini
degli angoli di Eulero e delle loro derivate temporali come seque:

G =1péy+0éy+ ¢és. (6.20)

Dimostrazione. La formula (6.20) segue dalla Proposizion 18, dall’Esempio 2 e dal
modo in cui si puo descrivere una rotazione con gli angoli di Eulero.
Riportiamo di seguito anche una dimostrazione diretta. Osserviamo che

r_ , _ pB) p) pB3)
e; = Re;, R—R¢ R, Rw

con le matrici RY definite come in (6.6), per cui, omettendo la scritta (1) e (3) in
queste matrici, si ha
é,=Re; = (R,RyRy+ R, RyRy+ R, Ry Ry) R) R Rlel =
= [R,RL+ R, (RyRy)RL + R, Ry (Ry RY) R} RY] €]

Le matrici

6R
0

sono antisimmetriche, come si vede derivando rispetto a ¢, 8,1 le relazioni

R,RL =¢—2RT, RyRj =60-—- 2R,

R,R. = RyRj = RyR}, =1,

e si ha
0 -1 0 00 o0
aR@RT_aR¢R¢_ 100 |=s®  opgr_tg g g | =0
9 % 0 00 % 01 0

in modo analogo a (6.9), (6.10). Inoltre le matrici
T T pT
R, Ry R,
rappresentano rispettivamente il cambiamento di base da B a By e da B a B3, con

Bi={én.é, e},  Br={én &y €}
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dove
én = cosvé| —sinyeéy = cospé; + sin pé,, (6.21)
e, = —sinpe; + cospe,,
éy = sinyé) +cosvé), (6.22)

sono i versori degli assi Oy, Oy, dei riferimenti intermedi X, ¥ introdotti nella
Sezione 6.2.3.

Usando la corrispondenza tra matrici antisimmetriche e vettori descritta in
(4.2) notiamo che le matrici antisimmetriche

R, (Ry Ry) RY, R, Ry (Ry RY) Ry RY,

corrispondono rispettivamente, nella base B, alla velocita angolare di un riferi-
mento che ruota di un angolo (t) attorno all’asse Oéy rispetto al riferimento
Y1 = Oépneé e e alla velocita angolare di un riferimento che ruota di un angolo
¥(t) attorno all’asse Oéj rispetto al riferimento ¥y = Oéyénés. La (6.20) segue
allora dalle formule di Poisson.

]

Utilizzando il versore ausiliario é,, definito da (6.22), che ¢ ortogonale a éy e
giace nel piano generato da e, €5, possiamo scrivere

€3 = cosfé; +sinb éy. (6.23)

Tramite la formula (6.20) possiamo quindi scrivere & nella base B’ = {é}, &,, €,

come

@& = (psinfsiney+ 6 cos )€, + (¢ sin b cos 1 — O sin p)ély + (@ cos O+ 1)) és. (6.24)

6.2.7 Posizioni e velocita dei punti di un corpo rigido

Date le coordinate costanti @/, ..., &y dei punti di un corpo rigido discreto in
un riferimento solidale Y, le coordinate delle posizioni @, ..., xy e delle velocita
vy,...,vy di questi punti in X sono determinate ad ogni istante dalla posizione
e velocita di un punto O’ solidale al corpo, da una matrice R € SO(3) e dalla
velocita angolare w del corpo:

xr; =To + RZB;, v; = Vo tw X (CL']‘ — CL‘O/). (625)

Le componenti della matrice di rotazione R possono essere espresse in funzione
degli angoli di Eulero ¢, 0,1, e le componenti della velocita angolare w in funzione

di ¢,0,, ¢, 0,9
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6.2.8 Asse istantaneo di rotazione

Proposizione 43. Se &(t) # 0 ¢ la velocitd angolare di un corpo rigido all’istante
t, allora esiste un’unica retta r(t), detta asse istantaneo di rotazione, composta
di punti solidali al corpo che hanno tutti velocita parallela ad &(t) oppure nulla,
ctoée dai puntt P solidali al corpo tali che

'l7p><<f)=0.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che dati due punti P, () solidali al corpo,
che allistante ¢ si trovano su una retta parallela ad @ = &(t), per la formula
fondamentale si ha
ﬁpzﬁQ—i—(BX (P—Q):’JQ
e dunque, in particolare,
Up X & = Uy X &.

Quindi ci basta dimostrare che all’istante t esiste un punto F, solidale al corpo
con Up, parallela ad @ oppure nulla. L’asse istantaneo di rotazione corrispondera
allora alla retta passante per P, e parallela a &.

Siano O’ un punto solidale al corpo e Ilo il piano ortogonale a & e passante
per O'. Determiniamo un punto Py € Il solidale al corpo e tale che vp, x & = 0.
Moltiplichiamo vettorialmente per & la formula fondamentale relativa a Py e O’:

6POXQ:60/XQ+<QX(PO—O/))XQ:ﬁO/XQ+‘Q’2<PO—O/),

poiché (Py—0O’)-& = 0. Imponendo che la velocita di Py sia parallela ad & oppure
nulla otteniamo

che individua il punto F, cercato. Dalla dimostrazione costruttiva della sua esi-
stenza segue anche l'unicita dell’asse istantaneo di rotazione. O]

Osservazione 23. La dimostrazione di questa proposizione € analoga a quella
della Proposizione 5.11, relativa all’asse centrale: basta sostituire Ng, con Up, ed

R con @.

6.2.9 Campo delle velocita di un moto rigido
Il seguente risultato descrive globalmente il campo delle velocita di un moto rigido:

Proposizione 44. Le velocita dei punti solidali al corpo rigido hanno una sim-
metria cilindrica rispetto all’asse istantaneo di rotazione.
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Dimostrazione. Assumiamo che @ # 0 all’istante ¢ e consideriamo 1’asse istantaneo
di rotazione r = r(t). Per quanto mostrato nella Proposizione 43, ci basta mostrare
che tale simmetria sussiste per i punti di un piano ortogonale all’asse r. Dato un
punto P, ¢ r definisco Py = rNllp, dove [1p, ¢ il piano passante per P; e ortogonale
ar. Dato un punto P, sulla circonferenza di centro Py, raggio | P, — Py| e ortogonale
a w consideriamo 'applicazione lineare R che corrisponde ad una rotazione attorno
all’asse r tale che

Py =Py +R(P — Py).
Per la (6.19) si ha
Up, = Up, + W x (P, — Fy), Up, = Up, + W X (P, — Fy). (6.26)
Siccome Up, e & sono paralleli all’asse,
RUp, = Up, + @ x R(P, — Py) = Up,.
Inoltre dalla prima equazione in (6.26) segue che
Up, - (PL—Py) =0

poiché Tp, x @ =0e @ x (P, — Py) - (P, — By) = 0.
Quindi, in coordinate cilindriche con asse r(t), la componente radiale della velocita
dei punti solidali al corpo rigido ¢ nulla.

Consideriamo due punti P, ) qualunque solidali al corpo. Scomponiamo le
loro velocita Up, ¥g come somma di due vettori ortogonali:

bp = T + T, T = T + Uy (6.27)
dove
o (Wp-@) . L L o (Wo-@) .
’UP—WW, VUp = VUp — VUp, ’UQ—WUJ, ’UQ —’UQ—’UQ.

Dalla formula fondamentale (6.19) segue che

Up @ = Vg W, (6.28)
quindi le componenti 6}'3, 17!2 lungo I’asse istantaneo di rotazione sono le stesse.
Dalla formula fondamentale (6.19) applicata ai punti P, @, cancellando i due

termini 1793, ﬁg, che sono uguali per la (6.28), si ottiene
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Nel caso particolare in cui () sia un punto dell’asse istantaneo di rotazione si ha
'D’é = 0, per cui
Up =& x (P —Q).

Viste queste proprieta delle velocita dei punti di un corpo rigido, si parla di
atto di moto elicoidale.’
O

6.3 Moti rigidi piani

Si parla di moto rigido piano se la velocita angolare @ € non nulla e ha direzione
costante, e tutti i punti P solidali al corpo rigido hanno velocita ortogonale a tale
direzione:

Up-w = 0.

In questo caso possiamo fissare un piano di riferimento II ortogonale ad @ in cui
studiare il moto.

Osservazione 24. In un moto rigido piano, se consideriamo un riferimento solidale
al corpo rigido O'é) €€}, con €5 = €3, ortogonale al piano di riferimento usato per
studiare il moto, la sua velocita angolare & sara sempre parallela a Oés. Per
dimostrarlo basta usare la formula di Poisson

oA s
wXxXe;=¢e;=e3=0.

Quindi, nel caso di un corpo rigido con tutti i punti allineati, la velocita angolare
di un riferimento solidale X' cosi scelto avra sempre minima norma, in quanto la
sua direzione sara sempre ortogonale alla direzione di allineamento dei punti.

Osservazione 25. Consideriamo un moto rigido piano con il piano di riferimento
IT ortogonale al vettore €3 del sistema di riferimento 3. Sia 6 I’angolo tra due rette
giacenti nel piano II, una solidale al corpo e 'altra fissa in ¥ e assumiamo che 6
cresca quando la retta solidale ruota in senso antiorario attorno all’asse orientato
Oes. La velocita angolare del corpo rigido che esegue questo moto rigido piano e
data da
& = 0é;.

Per dimostrarlo basta scegliere un riferimento solidale > = O'é/ é,é}, con €/ lungo
la direzione della retta solidale, € = €3 ed &, = € x €. La dimostrazione prosegue
come nell’Esempio 2. Osserviamo che la componente di traslazione di ¥/, data dal
moto di O’ rispetto a O, non conta nel calcolo di &.

SP’atto di moto ad un dato istante & I'insieme di tutte le velocita a quell’istante.
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6.3.1 Centro istantaneo di rotazione

Consideriamo un moto rigido piano con piano di riferimento II. In ogni istante
t tale che &(t) # 0 sia r(t) 'asse istantaneo di rotazione: definiamo il centro
istantaneo di rotazione come il punto Cy(t) = r(t) NIL.

Proposizione 45. (teorema di Chasles) In un moto rigido piano il centro
istantaneo di rotazione Cy st trova sulla retta normale alla velocita di ciascuno det
punti solidali al corpo distinti da Cy.

Dimostrazione. Sia Cj il centro istantaneo di rotazione. Osserviamo che U¢, = 0,
poiché ¥g, X & =0, U¢, - @ = 0. Quindi

(P—CQ)'ﬁp: (P—C())'(ﬁco—i‘(ﬁx (P—Co)) =0
per ogni punto P solidale al corpo. O

Per le proprieta dell’asse istantaneo di rotazione possiamo concludere che in un
moto rigido piano, ad ogni istante ¢, il centro istantaneo di rotazione Cy = Cy(t)
e I'unico punto solidale al corpo che ha velocita nulla. Tale punto e anche detto
centro delle velocita all’istante .

Esercizio 23. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxy, con
asse Oy wverticale ascendente. Si considert il sistema meccanico descritto in Figura
1, formato da un’asta omogenea di massa m e lunghezza €. L’estremo B dell’asta
puo scorrere sull’asse Ox e l'altro estremo A puo scorrere su un circonferenza di
raggio r < { centrata nell’origine.

Figura 1

Usando come coordinata I’angolo 6 che OA forma con l’asse Ox
(1) calcolare la velocita angolare dell’asta;

(i1) trovare le coordinate del centro istantaneo di rotazione.
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6.3.2 Traiettorie polari

Consideriamo un moto rigido piano e denotiamo con II il piano di riferimento.
Fissiamo in tale piano un riferimento ¥ = Oé;é, ed un riferimento ¥’ = O’é/ €,
solidale al corpo rigido.

Chiamiamo base (o polare fissa) la curva descritta dal centro istantaneo di
rotazione Cy nel riferimento ¥ e rulletta (o polare mobile) la curva descritta
da Cj nel riferimento ¥’. Possiamo associare alla rulletta un moto rispetto al
riferimento X, dato dal moto del corpo rigido stesso, visto che la rulletta ¢ una
curva solidale al corpo.

Definizione 17. Diciamo che due corpi rigidi rotolano senza strisciare ['uno sul-
laltro se le velocita dei punti dei corpi a contratto tra loro sono sempre le stesse.
In particolare, si dice che un corpo rigido effettua un moto di puro rotolamento su
un vincolo fisso se le velocita dei punti del corpo a contatto col vincolo sono nulle.

Osservazione 26. Nella definizione precedente incontriamo un altro caso di mo-
to vincolato, quello di puro rotolamento, in cui viene data una condizione sulle
velocita dei punti del sistema.

Proposizione 46. Durante il moto la rulletta rotola senza strisciare sulla base.

Dimostrazione. Ad ogni istante ¢ tale che &(t) # 0 esiste un unico centro istan-
taneo di rotazione Cp. Dato il moto di un punto ¢ — P(t) vale la relazione
seguente

Up =Uo +Up + @& x (P -0, (6.29)

in cui Up, ¥ sono le velocita di P in ¥ e X', v ¢ la velocita dell’origine O’ di ¥’
e @ ¢ la velocita angolare di X' rispetto a 3.5

Consideriamo il moto t — P(t) del punto che rappresenta ad ogni istante il
centro istantaneo di rotazione, visto in ¥ e in Y. All'istante ¢ si ha

P:C().

Allo stesso punto possiamo attribuire tre velocita diverse al tempo ¢: 1) la velocita
Vo, = 0 del centro delle velocita; 2) la velocita Up del punto P che rappresenta
ad ogni istante il centro istantaneo di rotazione in X, che descrive la polare fissa;
3) la velocita v, del punto P in ¥’ che descrive la polare mobile. Dalla formula
fondamentale della cinematica rigida si ha

0 = ¥, = Tor + & x (Cp — O) (6.30)

6si intende la velocitd angolare di un riferimento rispetto all’altro completando entrambi i

riferimenti con un versore comune é3z = é5 ortogonale al piano di riferimento II.
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e, usando la relazione

P=Cj
all’istante ¢ e sostituendo (6.30) in (6.29), si ottiene che

Up = Up
a tale istante, quindi la base b e la rulletta v sono tangenti nel loro punto di
contatto P = Cj. Essendo la rulletta solidale al corpo rigido, la velocita del suo
punto Cy a contatto con la base e nulla, quindi si ha un moto di puro rotolamento

di vsub.
O]

Esempio 9. Si calcolino la base e la rulletta nel caso di un’asta di lunghezza £ che
st puo muovere in un piano mantenendo i due estremi A,C' sugli assi coordinati
di un sistema di riferimento ¥ = Oé é,.

Introduciamo un sistema di riferimento ¥’ = Aé’ €, solidale all’asta, con 'asse
Aé) diretto lungo I'asta. Per il teorema di Chasles, le coordinate in 3 del centro

istantaneo di rotazione Cy dell’asta sono
Tc, ={sinf, yc, =l cosd.
Ne segue che 'equazione della base e
:Jc2co + y%o = (2
che ¢ una circonferenza di raggio ¢ centrata nell’ origine O. Indicate con g, ¢,
le coordinate di Cj in ¥’ si ha

/
Tc, = T4+ Rxg,,

dove
Lo, = (‘TCO?yCo)T’ Tg = (O,ECOS Q)Tv m/CO = (J:,(JanICO)T

sinf cos@
R = [ —cosf sinf }

ed

. . . o A
¢ la matrice con componenti Ry, = €}, - €.
Si ottiene che
/ o : 2 r .

T, = €sin” 0,  yg, = {sinfcosb.

Dalla relazione precedente si ha
12 12 _ p2 20 /
ré, Yo, = " sin” 0 = lwg,,

che si puo anche scrivere

/N2 2
(6= 5) +98= 7

ed e I'equazione di una circonferenza di raggio ¢/2 centrata nel centro B dell’asta.
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6.3.3 Profili coniugati

Consideriamo piu in generale una curva piana c solidale al corpo rigido. Sia v la
curva che corrisponde all'inviluppo della famiglia {¢; };, definita dal moto del corpo
rigido al variare del tempo ¢.” Le curve c e 7 si chiamano profili coniugati.

Proposizione 47. La normale comune alle curve c e v nel loro punto di contatto
P passa ad ogni istante per il centro istantaneo di rotazione.

Dimostrazione. Sia P il punto della curva ¢ a contatto con v e Cj il centro istan-
taneo di rotazione. Se P = Cj non c’e¢ nulla da dimostrare. Se invece P # C
possiamo assumere che il riferimento solidale abbia origine O" = P e, dalla relazione

Up = Vo +Up + & x (P -0,

si ottiene

Vo = Up — Up.
Osserviamo che Tor # 0 perché O' # Cy. Siccome ~ ¢ Uinviluppo della famiglia
di curve {¢;}4 si ha Up || U, quindi il vettore v € tangente alle curve ¢ e 7 in
P e, per il teorema di Chasles, il centro istantaneo di rotazione Cj si trova sulla

normale alle due curve passante da P.
m

6.3.4 Campo delle accelerazioni

Dato un moto rigido piano, sia ¥’ = O’é/ €}, un sistema di riferimento solidale al

corpo rigido nel piano di riferimento e sia é; = é| x €é,. Per ogni punto P solidale
al corpo, dalle (4.7), (4.8) si ottiene

—

Up = Vo +&x (P-0", (6.31)
dp = Go+@BX(P—0)4& x (@ x (P—-0") (6.32)
poiché ¥ = @) = 0.

Dalla (6.32) si ottiene subito il seguente risultato:
Proposizione 48. (teorema di Rivals) In un moto rigido piano l’accelerazione
di qualsiast punto P solidale al corpo rigido e data dalla somma dell’accelerazione

di un dato punto O solidale e dell’accelerazione che avrebbe P in un moto rotatorio
con velocita angolare @ attorno alla normale al piano di riferimento per O .

Dalla stessa relazione si ottiene anche il seguente risultato:

"L’inviluppo di una famiglia di curve {c;}; & una curva che & tangente in ogni suo punto ad
una curva ¢; della famiglia.
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Proposizione 49. Se & # 0, esiste un unico punto solidale al corpo nel piano di
riferimento, detto centro delle accelerazioni, la cui accelerazione ¢ nulla.

Dimostrazione. Annullando il membro destro della (6.32) si ottiene 'equazione
o +@x (P-0)+dx (@x(P=0)) =
Dette (x,y) le coordinate di P — O’ in ¥ si ottengono le equazioni

For —wy —w?r =0

o +wr —w?y =0

per le coordinate (Zor,3jor) dell’accelerazione dos in X, e queste equazioni hanno
un’unica soluzione poiché w* + w? # 0.
O

6.4 Operatore di inerzia

Per studiare il moto di un corpo rigido € & utile introdurre 'operatore di inerzia®
Jg : V3 — V? rispetto al polo Q € E?, definito da

N
Joti =Y mu(Py— Q) x [ x (P, — Q)] @ c V3.
h=1
Proposizione 50. Per ogni scelta del polo ) 'applicazione bilineare
V2 x V¥ 3 (1,v) — - Jov € R
e simmetrica e, se il corpo € ha tre punti non allineati, é definita positiva.

Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto misto e dalla simmetria del prodotto
scalare abbiamo la simmetria dell’operatore Jg, infatti

8detto anche tensore di inerzia.
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e, se ci sono tre punti non allineati, almeno un addendo della sommatoria e stret-
tamente positivo.® Se tutti i punti del corpo sono allineati ed € € V3, |é| = 1,
corrisponde alla direzione della retta di allineamento, allora € - Joé = 0 se ) sta
su tale retta.'®

O
Scomposizione dell’operatore di inerzia
Si verifica facilmente che
Jot = TJpti+m(B— Q) x [ x (B — Q)] Vi € V°, (6.33)

infatti, usando la scomposizione P, — Q = (P, — B) + (B — Q) si ottiene
N
Jgi = > mp(Py—Q) x [Gx (P — Q)] =

= > (P - B)x [@x (P, — B x [@ x (P, — B)] +

N
N+>_ ma(B-Q)
h=1 h=1
N N
+ mu(Py— B) x [Gx (B= Q)]+ > mx(B—Q) x [ix (B-Q)
h=1 h=1
e si ha

N

> mp(B-Q)x[dx (P~ B th P, — B) x [@x (B-Q)]=0.

h=1

Dati un punto Q € E? ed una direzione & € V3, |é| = 1, definiamo momento di
inerzia relativo all’asse (Qé, passante da () e parallelo a e, la quantita

Ine = € Jge.

Osserviamo che se ()’ € un qualsiasi altro punto dell’asse Q€ si ha

Ige = th|e>< (P, —Q th|6>< (P — Q)+ (Q—Q/)HQ

2

= 3" malé x (P — Q) = Ioe.

h=1

%infatti ci sono almeno 2 vettori (P; —Q), (P; — Q) linearmente indipendenti e quindi max{|d x

(P —Q),|ax (P, - Q)} >0.ya#0.
Dinfatti in questo caso é x (P, — Q) = 0 per ogni h.
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quindi il momento di inerzia /ge non dipende dal particolare polo () scelto sull’asse.
Abbiamo il seguente

Proposizione 51. (Huygens-Steiner) Vale la se-
guente proprieta:

Ige = Ipe +mlé x (B — Q) (6.34) .
in cui B e il baricentro del corpo rigido. €
Dimostrazione. 11 risultato si ottiene subito calcolando Qe
é - Jgé tramite la (6.33). lex (B —-Q)
O

Osservazione 27. Dalla (6.34) segue che

Ige = min Ipe.
Be Qek? Qé

La relazione (6.34) si chiama teorema di Huygens-Steiner.

Matrice di inerzia

Fissata una base ortonormale {€é}, €}, é;}, I'operatore di inerzia Jg si scrive tramite
la seguente matrice

Iy Ly L
]Q = 121 [22 123 y ]ZJ - é; . jQé;
I3n I3p I3
Piu precisamente, posto
Ph_Q:;L‘héll—l—yhé/Q—i—Zhéé, h=1,...,N, (635)
si ha
N N N
I = th(yi + Z;%), Iy = th(l‘i + zi), Is3 = th(xi + yf%)’
h=1 h=1 h=1
N N N
Iy = — Z mpTpyn; iz = — Z mpxpzp; Loy = — Z MKYhZh-
h=1 h=1 h=1
Infatti
N
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Ccon
e x (P, —Q) = yné; — 2n€,
é/2 X (Ph — Q) = Zhéll — Qihég,
éé X (Ph — Q) = ZL’héIQ — yhéll

Simmetrie e momenti principali di Inerzia

Definizione 18. Gli autovalori dell’operatore Jq si chiamano momenti princi-
pali di inerzia e le direzioni degli autovettori si dicono direzioni principali di
merzia.

Pit semplicemente si parlera anche di momenti e direzioni principali.

La matrice di inerzia e simmetrica, dunque per il teorema spettrale essa e
diagonalizzabile in una base ortonormale {€], €, é},}. Possiamo quindi trovare
una matrice di cambiamento di base R che corrisponda ad una rotazione e che
porti la matrice di inerzia in forma diagonale, cioe

I, 0 0
RIGR"=| 0 I, 0 |,
0 0 I

: e : [PV :
dove Iy, Iy, I3 sono i momenti principali di inerzia. Una base {€, €}, é,} in cui I
si scrive in forma diagonale si dice base principale (di inerzia).

Osservazione 28. Dato un corpo rigido, il fatto che B sia una base principale per
loperatore di inerzia Jo dipende dalla scelta del polo Q).

Si consideri ad esempio un corpo rigido fomato da tre masse

uguali m poste ai vertici A, B, C' di un triangolo equilatero 7 ¢

di lato ¢. Sia D il punto medio del lato AB e h Daltezza di

T. Mostriamo che il segmento AB individua una direzione

principale di inerzia per Jp, ma non per J4. Osserviamo

che la direzione ortogonale al piano di 7 e sempre principale, A D B
qualunque sia il polo ) scelto nel piano di T .

Infatti, scelta la base €&, 5, &5 con

B-A
B — Al

~/
61 -

si ha sempre
i3 =1 =0
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perché la terza coordinata di tutti i punti del corpo e nulla. Si ha inoltre, con
ovvio significato dei simboli,

I, =€, -Jpé, =0,
perché se l'origine delle coordinate ¢ D, cioe se poniamo () = D nella (6.35), si ha

TA = —Ip, re=ya=yp=0.
D’altra parte

[y =¢é) -J4éh =& [m(B—A) x (€ x (B—A))+m(C — A) x (€ x (C — A))]
=mé) - [|B—Al’éy —[(B—A)-&))(B—A)+|C — A&y — [(C — A) - &)(C — A)]

— [~ A)- EI[(C — A)- &) = - 2me? 20,

Si puo fare anche un ragionamento qualitativo: si ha I1o9 = — >, mpapyn, con h €
{4, B,C}, inoltre z¢,yc > 0 e x4,ya,25,yp > 0.

Dimostriamo alcune proprieta dei momenti e degli assi principali di inerzia.
Proposizione 52. Valgono le sequenti proprieta:

(i) Se esiste un piano 11 di simmetria per riflessione (cioé, detta R : E3 — E3
la riflessione rispetto a 11, ad ogni punto P & 11 di massa m del corpo corri-
sponde un altro punto RP del corpo con la stessa massa) allora la direzione
ortogonale al piano 11 é principale per Jg, dove Q) € un qualunque punto di

IT.

(ii) Se esiste un asse r di simmetria per rotazione (cioé, per ogni punto P & r
di massa m del corpo esiste un intero k > 1 tale che, detta Ry : E3 — E3
la rotazione di 2w /k attorno ad r, i punti dell’orbita {R}P}n—o.  x1 di P
sotto l'azione del gruppo ciclico generato da Ry corrispondono ad altri punti
del corpo con la stessa massa m; le orbite devono essere disgiunte) allora la
direzione dell’asse r ¢ principale per Jgo, dove @) € un qualunque punto di r.

Inoltre, se {€],€,, €5} é una base principale per Jg,

(iii) 1 momenti principali di inerzia di Jg soddisfano Iy < I + I3 e si ha I} =
I, + I3 solo quando il corpo rigido é piano, e sta nel piano Qé,es. Valgono
due proprieta analoghe ottenute permutando ciclicamente gli indici 1,2, 3.

(iv) Sia U un autovettore di Jg con autovalore \.

1. Se ¥ =wvi€;+v;€), i,j €{1,2,3},i# j evyv; # 0, allora tutti i vettori
del piano generato da €, €} definiscono direzioni principali di inerzia
con lo stesso valore A = I; = I; del momento principale.
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2. Se v = 23:1 vi€;, v; # 0 Vj, allora Jg ¢ un multiplo dell’identita,
quindi tutte le direzioni sono principali.

Dimostrazione. (i) Consideriamo un riferimento Qé)é,é%, dove () ¢ un punto del
piano I e I'asse Q€5 ¢ ortogonale a II. Osserviamo che I13 = Io3 = 0 perché, dette
Tp, Yn, 2n le coordinate di un punto P, del corpo, se z, = 0 (cioe se P, ¢ II) questo
non contribuisce alla somma che definisce I3, [s3. Se invece z;, # 0 esiste un altro
punto Py del corpo con la stessa massa e tale che x, = xp,yn = Yr, 2n = —2k,
quindi i contributi dei due punti a I3, Is3 sono opposti.

(ii) Consideriamo un riferimento Q€é’ é,e}, dove () ¢ un punto dell’asse r e Qé5 = 7.
Dimostriamo che il numero complesso 13+ ils3 € nullo, dove 7 € I'unita immagina-
ria. Osserviamo che se P, € r questo punto non contribuisce a I3 + il53. Inoltre

possiamo trovare s interi &y, ..., ks, dove ogni kj e > 1e Z;Zl k; = N, tali che
N s kj—1
Lz +ilog = — Z mp(xy +iyp)zn = — Y Mz, Z w,lgj(mj + iy;) (6.36)
h=1 j=1 1=0
dove wy, = €*™/%i & una radice k;-ma primitiva dell’'unita. Nella (6.36) abbiamo

raggruppato le coordinate dei punti che corrispondono ad una stessa orbita gene-
rata da Ry, che quindi hanno la stessa componente z; e la stessa massa m;. Si
conclude utilizzando il fatto che per ogni k£ € N si ha

k—1 k
h_ Wy —1
Wy, = =0.
wk—l
h=0

(iii) Segue direttamente dalle formule per I;;,j = 1,2, 3.

i o~ 1o = X3 o
(iv) Dalle relazioni Jq€} = I;€}, ¥ = > ;| vx€), si ha

3

3
k=1 k=1

Dall’unicita della rappresentazione di un vettore come combinazione lineare degli
elementi della base abbiamo A = [ se vy # 0. Da qui segue la tesi, infatti se
Jq€; = )&}, Jq€; = )€}, con i # j allora ogni combinazione lineare ae; + (€}
(o, B € R) ¢ un autovettore di Jg con autovalore A:

Jo(a€, + BE)) = aé, + BAE, = Maé, + B€)).

. . - 3 A
Se inoltre troviamo un autovettore v = ijl v;€) con vivavy # 0 allora [} = I =

I3 e la matrice di inerzia ¢ un multiplo dell’identita.
m
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Esercizio 24. Consideriamo un corpo rigido costituito da N punti di uguale massa
m, posti ai vertici di uno dei cinque poliedri platonici, cioé il tetraedro, il cubo,
lottaedro, il dodecaedro e l'icosaedro (N puo essere uguale a 4,8,12). Dimostrare
che ogni direzione e principale per 'operatore di inerzia Jp relativo al baricentro

B.

6.5 Momento angolare ed energia cinetica di un
corpo rigido

Fissiamo un riferimento > = O é;é5€é3. Dato un corpo rigido €, usando la formula
fondamentale (6.19) troviamo

—

WE

My = S mn(Py— Q) x [Bor + @ x (P, — O)] = (6.37)
h=1
= m(B=Q) x b +Jo@+m(B—Q) x [&x (Q—0)] (6.38)
m(B - Q) X ’l_fQ + ’JQCZ‘

Osserviamo che nella (6.37) le velocita vor, Ug sono quelle di punti solidali a €.

Se Uy = 0 oppure se scegliamo ) = B la formula (6.37) si semplifica in
M, = Jo3.

Analogamente, utilizzando la (6.19) possiamo anche rappresentare ’energia
cinetica come

1 1
T = §m|501|2 + mw - (B — O/) X Vo + 5(3 Jow.

Se scegliamo O' = B otteniamo la versione per i corpi rigidi del teorema di Konig:

& - Jp. (6.39)

Se Yo = 0 otteniamo

6.6 Corpi rigidi continui

Si distinguono corpi continui a 1, 2 e 3 dimensioni, a cui si attribuiscono rispetti-
vamente una densita lineare, di superficie e di volume, denotate con A\, o, p. La
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discussione relativa a questi tre casi altri casi e simile: consideriamo 'ultimo caso,
che ¢ il piu generale. Sia

p: R — Rt U{0}, ' — p(x)

la densita di volume, dove @’ sono coordinate in un riferimento solidale ¥'. Assu-
miamo che p sia una funzione integrabile sull'insieme C' C R3 delle coordinate dei
punti del corpo relative a . Se il corpo rigido non e soggetto ad altri vincoli, una
parametrizzazione locale dell’insieme delle configurazioni del corpo ¢ data dalla
mappa

R" 3 q— x(q; ') = xo + Rz’ € R?, (6.40)
con ¢ = (xo,a) ed R = R(ax), dove o = (¢, 6,1) sono gli angoli di Eulero (vedi
Sezione 6.2.3).

Le velocita dei punti del corpo si ottengono dalla mappa (6.40) e dalla formula
fondamentale (6.19):

R" xR" 3 (q,q) = v(q,¢; ') = vo + w x (x(q; 2') — zo)

6.41
:’UO/—I—QJXRm/GR?’, ( )

con g = (vor, ), w = w(a, ).

Introduciamo le definizioni delle quantita dinamiche sostituendo alla somma
finita del caso discreto I'integrale sull'insieme C occupato dal corpo:*!

m:/p(:c’)da:’,
c

m(xp — xo) = / p(x')Ra'dx’ = R/ p(x')x'dx’, (6.42)
c c

MASSA TOTALE

BARICENTRO

Osservazione 29. Se O' = B si ottiene
/p(a:’)a:’da:’ =0.
c
QUANTITA DI MOTO

p = /p(w’)v(q,q; :c')dm’:/p(a:’)(vol+w X Rx')dx'
c c

= Mmoo +w X R/ p(x)x'de’ = mvo + mw X (xp — o)
c
= mvo +m(vg —vo) = mug,

1T insieme C viene definito in un riferimento solidale al corpo, in modo che le coordinate di
C non cambino col tempo.
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MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A () € E?

My = / o(@) (x(@: 2') - o) x (g, 42 )dar

¢ (6.43)

— / p(aﬁl)(wol + Ril)', — JIQ) X (’UO/ + w X Ra:’)dw',
C

ENERGIA CINETICA

1 1
r= _/P($')|U(q,¢i;w')\2dw/:_/P(w')\00/+w x Ra'|dz’ =

2 Jc 2 Jc
1 1

= §m|vol|2 +/ p(x v - w x Rx'dx’ + Fw Iow =

C

1 ) 1

= §m|vo/| +mvo - w X (wB — wol) + 5(4) Jow.

Osservazione 30. Se O' = B si ottiene

1 1
T = Em\vBIZ +ow Ipw.

Definiamo la matrice di inerzia /g rispetto a un polo ) tramite la relazione

o = [ p@)(x(@ia’) - @) x [ux (x(g:@) - wo)lda’
¢ (6.44)
= /Cp(a:’)(azo/ + Rx' — xg) X [u x (xor + Rx' — xg)|dx’

per ogni u € R3.

Osservazione 31. Se O' = Q) la (6.44) assume [’espressione pit semplice
Iou = / p(x")Rx' x (u x Rz')dx'
c
e la (6.43) si scrive

M, = / p(x")Rx' x (vg + w x Ra')dx' = / p(x")Rx'dx' x vg + Iqw =
c c
= m(xp —xg) X vg + Ipw.

Le componenti [;; della matrice di inerzia Io in una base solidale {é], &}, &5} si
scrivono

L; = / p(x')(e; x x') - (e; x &')dx',
c
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infatti

I - /O pla')(e] x Ra') - (€} x Ra')da' = /C o(@')(Re; x Ra') - (Re; x Ra)da'
- /C p(@\BPTE (e; x @) - (e x a)da.

Esercizio 25. Mostrare che vale il teorema di scomposizione di Mg anche nel
caso di corpi rigidi continui.

Considerando la densita di forza f(q, q;«’) possiamo introdurre le rimanenti
quantita dinamiche:

RISULTANTE DELLE FORZE
r— [ fla.ga)iz.
c
MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE RISPETTO A () € E?
No= [ (xlaia') ~ @) x f(a.¢:a')de’
c
Osservazione 32. Se O’ = () si ottiene [’espressione pit semplice
Ng = / Rx' x f(q,q;x")dx’.
c
Esempio 10. (forza di gravita) Con una scelta opportuna del riferimento abbiamo

fla,q;x') = —p(x')ges,

per cui la risultante é
R= /Cf(q,Q; ') de’ = —mges,
e il momento risultante rispetto ad un polo () ¢
Ng = / Ra/x [~ p(a')ges)da’ = R /C p(a))a'da’ x (—ges) = (@p—q)x (—mges),

in cui abbiamo usato la relazione (6.42) con O = Q.

Esempio 11. (forza centrifuga) Se w é la velocita angolare abbiamo

f(a,¢:2") = —p(a')w x (w x Ra'),
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per cui, usando (6.42), la risultante e

R = /Cf(q,q; ') dr' = —mw x (w X (g — Tor)),
ed il momento risultante rispetto ad un polo Q é (scegliendo O' = Q)

Ng = —/Cp(a:’)Ra:’ X (wx (wx Rz))dz' =

= —/p(:c’)(w-Ra:’)Ra:’xwda:’.
c

6.7 Esercizi

Esercizio 26. Si fissi un sistema di riferimento Oxyz e si consideri un corpo
rigido C formato da 8 punti materiali Py, ..., Py di massa m posti ai vertici di un
cubo di lato 0. Il punto Py del corpo si trova nell’origine O e i tre spigoli del cubo
contenenti Py giacciono sugli assi Ox,Oy, Oz (vedi figura).

i) Sia B il baricentro del corpo rigido. Calcolare il momento di inerzia di C
rispetto al’asse passante per O e B.

ii) Consideriamo il vettore €, di coordinate (o, B,7), con o, 5,7 € R, |é] =
1. Calcolare il momento di inerzia di C rispetto all’asse passante per O e
parallelo ad é.

Esercizio 27. Calcolare © momenti principali rispetto al baricentro per i sequenti
corpt rigidi onogenei:
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1. disco e anello di raggio R

. asta di lunghezza /¢

. sfera piena e vuota di raggio R
. lamina rettangolare di lati a, b

. cilindro con raggio di base R e altezza h

S G AN L

. cono con raggio di base R e semiapertura «

ASTA OMOGENEA DI LUNGHEZZA { E MASSA m;

Sia B il baricentro dell’asta. Consideriamo un sistema di riferimento solidale
all’asta, centrato in O e con l'asta lungo 'asse Oe;. Allora la matrice di
inerzia Ip, relativa al polo B si scrive

, [0 0
Igsmz% 0 1
0 0

= O O

DISCO ED ANELLO OMOGENEI DI RAGGIO R E DI MASSA m;

Lo o L oo
, R?2 | 2 2
e = |0 L0 It =m0 1 0|
00 1 00 1

SFERA PIENA E VUOTA, OMOGENEE, DI RAGGIO R E DI MASSA m;

1 00 1 00
2mR? 2mR?
I;P:”g 010,1;“:”; 010];
0 01 0 0 1
CILINDRO PIENO E VUOTO, OMOGENEI, DI RAGGIO R, DI ALTEZZA h E DI
MASSA m;
mR? mh?
cp 2 N 2 mR? ! mh? 0
]B = 0 2 + 12 0 ’
0 mR?
mR? mh?
cv 4 - 2 mR? ; mh? 0
Iy = 0 Ry oml g
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Esercizio 28. Calcolare 1 momenti principali di inerzia rispetto al polo O del disco
non omogeneo di raggio 2R rappresentato in figura. La parte scura del disco ha
densita 2, mentre la parte chiara ha densita p, con p costante positiva. Le curve
che separano le due parti sono semicirconferenze di raggio R.

Y
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Capitolo 7

Sistemi vincolati

Introduciamo le diverse classificazioni dei vincoli e presentiamo il problema dello studio
del moto vincolato in cui, oltre al moto, appaiono come incognite anche le forze di
reazione dei vincoli.

7.1 Vincoli e reazioni vincolari

Da un punto di vista matematico, i vincoli sono una restrizione dell’insieme delle
posizioni e velocita dei punti del sistema. Queste restrizioni si ottengono imponen-
do delle relazioni (equazioni o disequazioni) che possono coinvolgere le coordinate
delle posizioni dei punti, quelle delle loro velocita ed il tempo. Se in tali relazioni
appaiono delle disequazioni, che non si possono ridurre ad equazioni®, allora i vin-
coli si dicono unilaterali. Altrimenti si dicono bilaterali. Nel seguito tratteremo
esclusivamente il caso dei vincoli bilaterali. Inoltre, i vincoli si dicono fissi se nelle
relazioni che li definiscono non appare esplicitamente il tempo t. Se invece il tempo
vi appare tali vincoli si dicono mobili.

Con il termine ‘vincoli’ indicheremo anche i mezzi materiali con cui vengono
attuate queste restrizioni alle posizioni e velocita.

Esempi elementari di sistemi meccanici con vincoli bilaterali che si incontrano
comunemente sono i seguenti: 1) un punto materiale vincolato ad una curva o
una superficie, 2) un insieme di punti materiali che mantengono invariata la loro
distanza mutua (cioé un corpo rigido), 3) un corpo rigido che rotola senza strisciare
su una superficie.

Consideriamo un sistema di N punti materiali di masse mq,..., my sogget-
to a vincoli bilaterali. Tipicamente questi vincoli sono definiti da un’equazione

ad esempio il sistema f(z) > 0, f(x) < 0 & definito da disequazioni, ma si riduce a f(z) = 0,
quindi e bilaterale.

139
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vettoriale della forma
a(z,t) + B(xz,t)v =0, (7.1)

dove ¢ = (x1,...,xy), v = (vy,...,vx) denotano le coordinate delle posizioni e
delle velocita dei punti, a & un vettore di R*¥ e B una matrice di dimensioni k x 3N,
entrambi con coefficienti che sono funzioni di (x,t) di classe C?. Osserviamo che
in (7.1) la dipendenza dalle velocita ¢ lineare.

Affinche queste equazioni siano soddisfatte si assume che i vincoli esercitino
delle forze ®; sui punti del sistema, che si chiamano reazioni vincolari.

Anche in presenza di vincoli assumiamo che valgano le equazioni di Newton,
che in questo caso si scrivono nella forma

myi;(t) = Fi(x(t),&(t),t) + ®;(t),  j=1...N.

Le reazioni vincolari @, si aggiungono alle forze attive Fj, ma sono di natura
diversa, in quanto le F}; sono funzioni note dello stato cinetico dei punti del sistema
mentre le ®; sono incognite da determinarsi insieme al moto del sistema. Quindi,
risolvere un problema di moto vincolato significa trovare il moto t — x(t) e le
reazioni vincolari ®,(¢). Vedremo che per risolvere tale problema ¢ necessario
aggiungere delle ipotesi sulle reazioni vincolari.

7.1.1 Coppie cinematiche

Altri esempi di vincoli sono dati dalle coppie cinematiche. Se due corpi rigidi
sono vincolati in modo tale che una superficie o; solidale al primo resti sempre a
contatto con una superficie o, solidale al secondo, allora si dice che i due corpi
(o le due superfici) formano una coppia cinematica. I tipi principali di coppie
cinematiche sono i seguenti:

1. coppia prismatica: o, e g, sono superfici cilindriche uguali, non di rotazio-
ne, per cui e possibile solo un moto traslatorio di un corpo rispetto all’altro
lungo una direzione, che e quella delle generatrici del cilindro;

2. coppia rotoidale: o, e 05 sono superfici di rotazione uguali e coassiali, per
cui e possibile solo un moto rotatorio di un corpo rispetto all’altro. L’asse
comune alle due superfici si dice asse della coppia. Esse formano una
cerniera cilindrica, che puo essere fissa oppure mobile;

3. coppia elicoidale: o, e g5 sono superfici elicoidali uguali e coassiali. L’asse
comune alle due superfici si dice asse della coppia. In questo caso in cor-
rispondenza ad un moto traslatorio si ha anche un moto rotatorio ad esso
correlato: si ha una traslazione di p (detto passo dell’elica) in direzione
dell’asse della coppia quando o, ruota di 27 rispetto a o;.
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4. coppia rototraslatoria: o; e oy sono superfici di rotazione, cilindriche,
uguali e coassiali, con sezione circolare. L’asse della coppia corrisponde al-
l'asse comune dei due cilindri. E possibile che i due corpi svolgano, 1'uno
rispetto all’altro, sia un moto traslatorio lungo la direzione dell’asse della
coppia che un moto rotatorio attorno allo stesso asse;

5. coppia sferica: o, e 05 sono sfere concentriche uguali, o porzioni di esse. 1l
centro delle due sfere si chiama centro della coppia.

7.1.2 Studio del moto vincolato

Mostriamo alcuni esempi elementari che illustrano i problemi che si incontrano
nello studio del moto vincolato.

Punto materiale su una curva

Come primo esempio consideriamo il caso di un punto materiale vincolato a muo-
versi su una curva regolare v : I — R3, definita su un intervallo I C R, con
derivata seconda diversa da zero in . Introduciamo la base di Frénet, che ¢ una
base naturale sulla quale si possono proiettare le equazioni di Newton. Assumia-
mo che la curva ~ sia parametrizzata per lunghezza d’arco s. Indicando con ' la
derivata rispetto al parametro s si ha

/ I (0)]do = s,
0

Y(s) =1,

per ogni valore di s scelto nell'intervallo di definizione di «y. Allora si ottiene

o anche

)Y (s(t)), (7.2)
t /

Consideriamo la base (mobile) di R?, detta base di Frénet, costituita dai vettori

7(s) (s
EEZO

che si chiamano rispettivamente vettore tangente, normale e binormale.
Poiché s e il parametro arco si ha

ei(s) =7'(s),  en(s) = e(s5) X en(s)

e(s)-ef(s)=1, Vs. (7.3)
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Derivando la relazione (7.3) rispetto ad s si ottiene
e:(s) - en(s) =0.

La funzione x(s) = |v¥"(s)| si chiama curvatura della curva . Con questa
notazione si ha
@ = §%k(s)e,(s) + Se(s).

Supponiamo che il punto sia soggetto ad una forza F(x,®,t) e alla reazione
vincolare @ che costringe il punto a restare sulla curva . L’equazione di Newton
sl scrive

m&(t) = F(x(t),z(t),t) + ®(1), (7.4)
dove le incognite sono il moto t — x(t) e la reazione vincolare ® che dipende
da esso. Se sostituiamo le formule (7.2) nell’equazione (7.4) e proiettiamo questa
equazione sulla base di Frénet si ottiene

ms :Ft(8757t)+(1)t,
ms’k(s) = F,(s,5,t) + @, (7.5)
0 = Fy(s,$,t) + Py,

dove F}, F,, Fy, ®;, ,, P, sono le componenti della forza F' e della reazione vinco-
lare ® lungo i vettori di questa base.

Gia nel semplice esempio di un punto materiale vincolato ad una curva regolare
si vede che, per determinare il moto s(t) e la reazione vincolare ®(t), & necessario
fare delle ipotesi aggiuntive. Un’ipotesi comune e assumere che la reazione vinco-
lare sia ortogonale alla curva (vincolo liscio, o privo di attrito). Questa ipotesi si
scrive in modo naturale nella base di Frénet:

(:Dt =& € — 0.
In questo caso la prima equazione in (7.5) si scrive
ms = Fy(s, $,1).

Poiché questa equazione non contiene reazioni vincolari, da essa si puo determi-
nare il moto ¢t — s(t). Sostituendo s(t), $(¢) nelle altre due equazioni in (7.5) si
ottengono le componenti ®,,, ®, della reazione vincolare ortogonali al vincolo in
funzione del tempo t:

®, = —F,(s,5,t) + m&’s(s), O, = —Fy(s, §,1).

Esercizio 29. Determinare il moto e la reazione vincolare per una particella di
massa m vincolata a muoversi su una circonferenza di raggio R scabra, assumendo
che valga la legge di Coulomb-Morin

5

o, = o2 4 P2,

3]
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11 pendolo

Si fissi un riferimento Oé;é,, con 'asse Oé; verticale

discendente. Consideriamo un pendolo, costituito da un SR
punto materiale P di massa m fissato ad un estremo di , N
una sbarretta di lunghezza ¢ e massa trascurabile. Il ;
punto ¢ quindi vincolato a muoversi su una circonferen- ;
za di centro O e raggio ¢. Assumiamo che il sistema sia .
soggetto alla forza di gravita, di accelerazione ¢g. As- AN
sumiamo inoltre che la reazione vincolare ® sia diretta

lungo la sbarretta, e quindi ortogonale alla circonferenza

(vedi figura).

L’equazione di Newton si scrive
ma& = mge; + Pe,, (7.6)
in cui, detto 6 ’angolo tra il pendolo e la direzione verticale,
e, = cosble; + sinbe,y

individua la direzione della reazione vincolare e ® ¢ la componente incognita della
reazione lungo tale direzione. Sia inoltre

ey = —sinfe; + cosfes.

Derivando la relazione = (e, rispetto al tempo e osservando che e, = fey, €9 =
—be, si ottiene

& = —(6%e, + lhey. (7.7)

Sostituendo le relazioni (7.7) e
e, = cosfe, —sinfey

nell’equazione (7.6) e proiettando lungo e, ed ey si ottiene

b+ % sinf = 0, (7.8)
. ®
92+%COSQ—|—W = 0. (7.9)

La (7.8) e I'’equazione del moto del pendolo e corrisponde all’equazione del moto
unidimensionale

b=-v'(0), V()= —% cos 0.

Infine, dalla relazione (7.9) si puo ricavare la reazione vincolare.

Concludiamo la discussione di questo esempio mostrando il ritratto di fase:
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15 71

1= ——— B —————— ——— — — — — —~
0.5 B

>

o—m—— 4 —-—— — — — Hy— — — — —f— — — — — — \— — —A
0.5 B

1 1 1 El 1 1

6 4 2 0 2 4 6

Figura 7.1: Sopra: grafico dell’energia potenziale V(¢) del pendolo. Sotto: curve
di livello dell’energia totale E(6,0) = 16 + V (6).
7.2 Varieta e spazi tangenti

Per comprendere meglio i vincoli da un punto di vista geometrico richiamiamo le
seguenti nozioni.
Sia ¥ : R™ — R* una mappa differenziabile, con 1 < k < m. Ricordiamo che

C={xeR":¥(x)=0}

¢ una sottovarietd differenziabile di R™ di dimensione n = m — k se

ovr

rank —(x) =k, Vax €C.

5 %)

Nell’intorno di ogni punto di C possiamo introdurre un sistema di coordinate locali

qg=(q,-..,q,) tramite delle mappe, dette parametrizzazioni locali, della forma
R" DU > q+ x(q) € R™, (7.10)

dove U e un aperto di R" e

rank g—);(q) =n, VgeU. (7.11)
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Definizione 19. Dati una sottovarieta C di R™ di dimensionen ed x € C, diciamo
che il vettore v.€ R™ ¢ tangente a C in x se esistono ¢ > 0 ed una curva
differenziabile

v :(—€€) = C

tale che

Denotiamo con T,C l'insieme dei vettori tangenti a C in x.

Proposizione 53. Per ogni ¢, € C, l'insieme T,,C € uno spazio vettoriale di
dimensione n.

Dimostrazione. Data una parametrizzazione locale ¢ — x(q) di C in un intorno
di &y = x(qo), con gy € R, i vettori

al<qo>7...,§—;<qo> (7.12)

formano una base di T,,C. Infatti, considerate le curve

vi(s) = x(qo +se;), i=1,...,n

si ha
_9x Ox

~:(0) = o, 7:(0) = 9q (qo)e; = (9_qi(qO)’

quindi i vettori (7.12) appartengono all'insieme T, C. Inoltre essi sono linearmente
indipendenti per la proprieta (7.11). Infine tutti i vettori di Ty, C si possono scrivere
come combinazione lineare dei vettori (7.12), infatti ogni curva regolare s — ~(s) €
C tale che 4(0) = @y si puo scrivere in un intorno di s = 0 come

(0) = 32X (g0)4(0). (7.13)

]

Definizione 20. Per ogni xo € C, l"insieme 1,,C si chiama spazio tangente a
C in xg.
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I coefficienti ¢{(0),...,q,(0) della combinazione lineare (7.13) dei vettori 86_;2

coordinate naturali sullo spazio tangente T}, C, poiché (7.12) ¢ una scelta naturale
per una base di 73,C. Indicheremo brevemente con ¢, ..., ¢, questi coefficienti.
Poniamo ¢ = (¢i, ..., d,). Data una parametrizzazione locale g — x(q) di C, per
ogni scelta di g ogni vettore v tangente a C in x(q) si puo dunque scrivere in modo
unico come

S[02810)

v(@:d) = 3 X (q)in. (7.14)

Definizione 21. Chiamiamo fibrato tangente alla varieta C [’insieme
TC ={(x,v) e R" xR" :x € C,v € T,C}.

Proposizione 54. Il fibrato tangente TC ¢é una sottovarieta di R™ x R™ di di-
mensione 2n.

Dimostrazione. Se x € C, allora i vettori v tangenti a C in & soddisfano la relazione

ov

%(QZ)V = O,

perché sono ortogonali a tutti i vettori %, dove ¥; sono le componenti di W.

Consideriamo la mappa
m m {Iv’
R™ x R™ 5 (z,v) > (lIl(:c), a—w(w)v>,

con matrice jacobiana

ow
o o
dx,v) | 0 (0w \ 0w
—_ 7v [
Ox \ Ox Ox
Osserviamo che _
ow
rank m(w, V) =2k
per ogni (x,v) € TC. O

Una scelta naturale per descrivere il fibrato tangente € usare parametrizzazioni
locali della forma

U xRS (q.4) - (x(0). g—qu) e TC, (7.15)

dove U e un aperto di R".
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7.3 Vincoli olonomi, fissi e mobili

Consideriamo un sistema di N punti materiali le cui posizioni & = (xy,...,xyN) €
R3Y sono vincolate in ogni istante ¢ ad appartenere all’insieme

C={x e R¥™ . ¥(x t) =0}, (7.16)
dove
¥R xR — R, 1 <k <3N,
e si ha
0w
rankﬁ—x(w,t) =k, Vo € C;, Vt € R. (7.17)

Quindi per ogni tempo t, I'insieme delle configurazioni C; ¢ una sottovarieta di R3"
di dimensione n = 3N — k, che si chiama varieta delle configurazioni al tempo
t.

Definizione 22. [l numero di gradi di liberta del sistema ¢ la dimensione
della varieta Cy.

Osservazione 33. [l numero di gradi dv liberta di un sistema meccanico corrispon-
de quindi al numero minimo di parametri scalari necessari per individuare, ad ogni
istante, la configurazione del sistema.

Se la mappa W non dipende dal tempo i vincoli sono fissi e scriveremo sempli-
cemente C per la varieta delle configurazioni.

Nel caso di vincoli mobili, per ogni ¢ € R fissato, consideriamo le mappe
Usq—x(q.t) €,

che definiscono parametrizzazioni locali della varieta delle configurazioni C;. Le
componenti ¢q,...,q, del vettore g si chiamano coordinate lagrangiane. I
possibili vettori velocita dei punti del sistema al tempo ¢ si scrivono nella forma

. "L Ox . 195'%
U(qaqat) = Z_(qat)Qh + _(q>t)7 (718>
1 (9qh (‘%

al variare di q,t e delle componenti ¢, del vettore @, che si chiamano velocita
lagrangiane. Infatti, se ¢ — q(¢) ¢ una curva in R™ che rappresenta un moto
t— x(t) = x(q(t),t) € C;, derivando rispetto al tempo si ottiene

#(1) = 3 X (q(t),1an(t) + 2X(ar). 1)
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Al variare dei coefficienti ¢;, 1’espressione
. = 0x .
v(g,q,t) = Z a—%(%t)% (7.19)
h=1

descrive tutti i vettori tangenti alla varieta C;: questi vettori si dicono anche
velocita virtuali.
Nel caso di vincoli fissi le velocita virtuali coincidono con quelle possibili, cioe

v(g,q.t) =v(q,q,1)
mentre, nel caso di vincoli mobili, queste due velocita sono genericamente distinte.

Esercizio 30. Fissato un riferimento Oxyz, con asse
Oz wverticale ascendente, consideriamo il sistema mecca-
nico formato da due punti Py, P, vincolati a mantenere
invariata la loro distanza. Il punto Py puo scivolare su
una retta r passante per O, che ruota nel piano Oxy con
velocita angolare costante w. Il punto Py puo muoversi
su un piano verticale passante per la retta r. Scrivere
la rappresentazione implicita dell’insieme delle configu-
razioni e mostrare che a ogni istante t questo € una va-
rieta di dimensione 2, che indichiamo con C;. Usando
come parametri l’ascissa s di Py lungo r e [’angolo 6 che
P, — Py forma con la direzione verticale scrivere la pa-
rametrizzazione x(s,0,t), in questo caso globale, di C;.
Scrivere anche ['espressione di tutte le velocita possibili
dei punty Py, Ps.
z

Definizione 23. Diciamo che il vincolo ¢ olonomo? se ad ogni istante t l'in-
sieme delle configurazioni del sistema corrisponde® ad una varieta differenziabile

2Questo termine & stato introdotto da Heinrich Rudolf Hertz e deriva dal greco éhoc (= tutto,
intero) e vépoc (= legge), e si riferisce alla possibilita di scrivere una legge che coinvolga solo
posizioni e tempo per ’equazione dei vincoli.

3la corrispondenza deve essere data da un diffeomorfismo, cioé da una mappa bigettiva,
differenziabile, con inversa differenziabile.
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C; e linsieme delle velocita virtuali, quando il sistema st trova in una qualunque
configurazione x € Cy, e costituito da tutti © vettori dello spazio tangente T,C; .

Abbiamo sicuramente un vincolo olonomo se gli insiemi C; delle configurazioni
al variare di ¢ sono della forma (7.16) e vale (7.17). Infatti in questo caso gli insiemi
C; sono sottovarieta di R*N e ammettono delle parametrizzazioni locali g — x(g, t),
a ogni tempo t. Le velocita virtuali sono vettori della forma v = g%(q, t)q e sono
tutte accessibili. Dato xy = x/(qo,t) al tempo t e scelto vo € R3N qualunque,
possiamo trovare un unico vettore gy che ci fornisce vg = g—’;(qo, t)qo-

La relazione (7.16), che lega tra loro soltanto le posizioni e il tempo, implica
una relazione che coinvolge anche le velocita possibili, che ha la forma (7.1), cioe

a(xz,t) + B(x,t)v =0,

eon ow ow
R ox (7.20)
Questo si vede prendendo una generica curva x(t) tale che W(x(t),t) = 0 e

derivando rispetto al tempo l'ultima relazione.

Viceversa, possiamo avere un vincolo olonomo anche quando le equazioni del
vincolo sono della forma (7.1), purché queste relazioni siano conseguenza di una
relazione che lega le sole posizioni e il tempo, cioe esista W(x,t) che soddisfa
(7.20). In questo caso si dice che il vincolo ¢ integrabile. Come esempio di
vincolo integrabile consideriamo il seguente.

Esempio 12. Disco verticale di raggio R che rotola senza strisciare su una guida
rettilinea orizzontale. Assumiamo inizialmente che il disco possa anche strisciare
mantenendosi sempre a contatto con la guida rettilinea. Per definire la configura-
zione del disco in questo caso possiamo usare 1’ascissa s del suo baricentro lungo
la guida e I’angolo # che un raggio del disco forma con una direzione fissa, per
esempio quella verticale. Imponiamo adesso la condizione di puro rotolamento:
questa si scrive

$+ RO =0. (7.21)

Integrando ’equazione (7.21) tra un tempo iniziale t; e un tempo generico t si
ottiene
(s —s0) + RO —6y) =0,

in cui sg, 0y sono i valori iniziali di s, #. Si ottiene quindi un’equazione del vincolo
della forma
W (x;x) =0, x = (s,0),

che dipende dalla configurazione iniziale di riferimento &y = (sg, fp).
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Vincoli anolonomi

Se I'equazione del vincolo ¢ della forma (7.1), ma non esiste una funzione ¥ che
soddisfa le equazioni (7.20), allora il vincolo si dice anolonomo. I sistemi anolonomi
che si considerano di solito hanno tutti un insieme delle configurazioni che & una
varieta, pero non tutti i vettori tangenti a questa varieta sono accessibili a causa
del vincolo.

Esercizio 31. Mostrare che il sistema meccanico formato da un disco che st man-
tiene verticale e che puo rotolare senza strisciare su un piano orizzontale senza
mai staccarsi da esso e soggetto ad un vincolo anolonomo.

Esercizio 32. Fissato un riferimento Oxyz, consideriamo il sistema meccanico
formato da due punti Py, Py vincolati a muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R mantenendo tra loro una distanza costante £, con 0 < { < 2R. Mostrare
che il vincolo é olonomo con varieta delle configurazioni di dimensione 3.



Capitolo 8

Statica del sistemi meccanici

Introduciamo gli spostamenti virtuali ed il lavoro virtuale fatto dalle forze in corri-
spondenza di tali spostamenti. Studiamo poi la Statica dei sistemi composti da punti
materiali e corpi rigidi, eventualmente soggetti ad altri vincoli olonomi e fissi, tramite il
principio dei lavori virtuali e le equazioni cardinali della Statica.

8.1 Spostamenti virtuali

Consideriamo un sistema di N punti materiali Py, ..., Py soggetti a vincoli olono-
mi. Sia q — x/(q,t) una parametrizzazione locale della varieta delle configurazioni
al tempo t.

Definizione 24. Uno spostamento virtuale

ox = (dx1,--- ,5XN)T, (8.1)

dove

oY .
9% = 0x,(a,1) = 5 (a.1)0g (8.2

e una variazione infinitesima delle coordinate dei punti P;, che li sposta da una
configurazione ammissibile qualunque ad un’altra infinitamente vicina e relativa
allo stesso istante, cioe ottenuta ignorando la dipendenza dal tempo in x(q,t),
come se il vincolo fosse fisso.

Osservazione 34. Con il simbolo dq si intende il differenziale dq delle variabi-
li indipendenti q. Gli spostamenti virtuali sono movimenti sugli spazi tangenti
alla varieta delle configurazioni. Se i vincoli sono fissi gli spostamenti virtuali
corrispondono ai differenziali

dx = (dxi,-..,dxn), con dx; = %(q)dq.



152 CAPITOLO 8. STATICA DEI SISTEMI MECCANICI

In generale ci si riferisce alle formule (8.1), (8.2) parlando di differenziali virtuali.

Mostriamo alcune formule per gli spostamenti virtuali nei casi di vincoli incon-
trati in precedenza.

1) corpo rigido: in assenza di altri vincoli, oltre alle forze interne che assicurano
la rigidita del corpo, gli spostamenti virtuali dei punti P, quando essi si trovano
in una configurazione (1, ...,xy) sono dati da

5Xj = dw()/ + wdt x (mj — mo/), (83)

dove zo € R3 sono le coordinate di un punto O’ solidale al corpo. In questa for-
mula le variabili indipendenti sono lo spostamento infinitesimo dxo. e la rotazione
infinitesima wdt.

La (8.3) segue direttamente dalla formula fondamentale della cinematica rigida

V; = Vo +w X (m] —wol)

e dal fatto che il vincolo di rigidita e fisso.

Nella (8.3) possiamo anche scrivere x; al posto di «;, per sottolineare il fatto
che le posizioni dei punti P; non sono indipendenti, ma dipendono tutte dalle
coordinate o e dal vettore degli angoli di Eulero ae = (¢, 0, 1)) tramite le relazioni

Xj = Lo’ + R(a)m;7

vedi la prima relazione in (6.25).
In presenza di altri vincoli oltre a quelli di rigidita, gli spostamenti virtuali dei
P; si scrivono tramite una formula simile alla (8.3), cioe:

(SX‘7 = §XOI -+ wdt x (X] — XO/)7 (84)

dove, detta q — xo/(q,t) la mappa che fornisce le coordinate di O" al tempo ¢ in
funzione delle coordinate locali q, si intende che

O o
X0 = aL;(q,tﬁq-

Infatti il vettore (xor, ), che caratterizza le posizioni dei punti del corpo, si puo
scrivere come funzione di coordinate locali ¢ € R?,1 < d < 6, ed eventualmente
del tempo:

Lo = XO’(q7 t)a o = a(q)
Usando la prima relazione in (6.25), il vettore delle coordinate di ogni punto P;
del corpo si scrive

/

X; = x(a;;t) = xo(q,t) + R(a(q))x).
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Per lo spostamento virtuale di F; si ottiene quindi

OR  OR
5x; = dxor + (a—5g0 + 500+ %&/}) RT Rz,
OR aR
— Sxor + (a—godt + S0t + %wdt) R"(x; — xo)

=dxo + RRTdt( Xj — Xo') = 0Xxor +wdt X (Xx; — Xo'),

dove abbiamo usato le relazioni

0 . .
op = 3_g0dq = pdt, 00 = 8—dq = fdt, 0 = a—d}dq = dt
dq dq oq
ed il fatto che la matrice antisimmetrica © = RRT corrisponde alla velocita

angolare w del corpo rigido attraverso la formula
Qu =w X u, Vu € R

2) puro rotolamento: se P;, P, sono i punti in cui due corpi rigidi si toccano
senza strisciare (P = Py) e X1, X2 sono le loro coordinate si ha

0X1 = 0Xs-

3) coppie cinematiche: le superfici 01,09, che delimitano i corpi della coppia
cinematica, strisciano 1'una sull’altra: un punto P, € o7 puo staccarsi da un punto
P, € 05, con cui e a contatto, solo muovendosi in una direzione del piano 11
tangente a 0y (e a 09) in P;. Dette x1, X2 le coordinate di P, P; si ha

(5X1 - 5X2 + 571',

dove 07 € uno spostamento infinitesimo sul piano II.

8.2 1l lavoro virtuale

Fissato un sistema di riferimento, siano Fi, ..., Fy le forze attive, supposte indi-
pendenti dal tempo, che agiscono sui punti Py,..., Py di un sistema meccanico
soggetto a vincoli olonomi, che possono essere sia fissi che mobili. Siano inoltre

q— Xj(qvt)7 (q; q) = Vj(q7 q7t)

le mappe che forniscono ad ogni istante le coordinate delle posizioni e delle velocita
virtuali dei punti P; in termini delle coordinate e velocita lagrangiane g, q e del
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tempo ¢, vedi (7.19). Chiamiamo lavoro virtuale (elementare) delle forze F; in
corrispondenza agli spostamenti virtuali 0x;, j = 1,..., N, la quantita

N
0L =Y Fi(x,Vv) - x;-
j=1

dove x = (X1,.--,Xn) € V= (V1,...,Vy) sono i vettori di tutte le posizioni e
velocita virtuali.

Esempio 13. Consideriamo il lavoro virtuale delle reazioni vincolari che assicu-
rano la rigidita di un corpo rigido discreto. Usando la (8.4) si ottiene

5L =RY - 5xo + NY . wat,

dove R, Ngf) sono la risultante e il momento risultante delle reazioni vincolari
rispetto ad un polo O’, solidale al corpo. Poiché queste reazioni sono le forze
interne del sistema di punti che costituiscono il corpo, esse formano un sistema
equilibrato ed il loro lavoro virtuale ¢ nullo in corrispondenza ad un qualunque
spostamento virtuale rigido.

Osservazione 35. In generale, per uno spostamento virtuale non rigido, il lavoro
elementare delle forze interne non e nullo, anche se il sistema delle forze interne
e equilibrato. Come esempio basta prendere un sistema composto da due punti
materiali P, P, di masse mi, my che si muovono su una retta e sono collegati da
una molla di costante elastica & > 0. In questo caso il sistema di forze e equilibrato
perché, indicando con z1, x5 le coordinate di P;, P, sulla retta, abbiamo una coppia
di forze di intensita k|z; — xs| e braccio nullo. Il lavoro elementare & invece

oL = —k(iL'l — l’g)dl‘l — /{I(I'Q — l'l)dl'g = —k(l'l — fEQ)(dl’l — d.TQ),
che ¢ diverso da zero per la maggior parte degli spostamenti virtuali dzy, dxs.

Proposizione 55. Il lavoro virtuale delle forze interne di un sistema meccanico,
anche non rigido, non dipende dal sistema di riferimento scelto.

Dimostrazione. Osserviamo che la relazione tra le velocita dei punti P; del sistema
in due riferimenti X, ¥’ ¢ data da

o T T _
v; =v; +v;, v; =vo +w X (T; —Tor).

Il lavoro virtuale delle forze interne in ¥ differisce da quello in ¥’ per il termine
dovuto alle velocita di trascinamento 'v;fF, che e

N
oLT =3 F - (6x0 +wdt x (x; — x0)) = RY - dx0 + NG - wdt =0,
j=1
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dove abbiamo usato il fatto che il sistema delle forze interne e equilibrato.
O

Esempio 14. Nel caso del sistema dell’Osservazione 35, calcolando il lavoro ele-
mentare delle forze interne in un riferimento avente il punto Py come origine, si
ottiene lo stesso risultato.

8.2.1 Vincoli senza attrito

Consideriamo un sistema meccanico soggetto a vincoli olonomi bilaterali, even-
tualmente mobili, e privi di attrito. In questo caso il lavoro virtuale delle reazioni
vincolari @; che agiscono sui punti P; del sistema ¢ nullo ad ogni istante e per
ogni spostamento virtuale:!

N
0L =Y "®; - dx,; = 0. (8.5)
j=1

La proprieta (8.5) € una legge sperimentale, la cui validita si puo verificare in
molti casi gia trattati, e si assume valida sempre nelle ipotesi fatte.

Usando la (8.5) per le coppie cinematiche prive di attrito, elenchiamo di seguito
le condizioni che devono essere soddisfatte dalla risultante e dal momento risultante
delle reazioni vincolari ®;, che sono forze interne alla coppia. Assumendo che non
ci sia attrito tra le superfici 01,09 che delimitano i corpi rigidi che formano la
coppia, dalla (8.5) segue che

LY = RY - 5y + Ngf) ~wdt =0 (8.6)

per ogni scelta del polo O' € E3 e per ogni spostamento virtuale relativo di un
elemento della coppia rispetto all’altro, definito da dx,, wdt. Nella (8.6) R,
Ngf) sono la risultante e il momento risultante ripetto a O’ delle reazioni vincolari
esercitate da un elemento della coppia sull’altro nel loro moto relativo.

Osservazione 36. Nel calcolo del lavoro virtuale qui usiamo la Proposizione 55
scegliendo un riferimento in cui un elemento della coppia é fermo. Il polo O' deve
essere solidale all’elemento della coppia che si muove.

Trattiamo separatamente i vari casi.

1. coppia prismatica: siano w il versore di una generatrice della superficie
cilindrica o1 (= 09) ed s la coordinata lagrangiana della coppia lungo la
generatrice scelta. Si ha

Oxo = uds, wdt = 0.

per vincoli unilaterali la condizione da usare & §£(*) > 0, vedi [11].
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Dalla (8.6), per larbitrarieta di ds, segue che

RY .4 =0.

2. coppia rotoidale: siano wu il versore dell’asse di rotazione e 6 1'angolo di
rotazione. Sia inoltre O' un punto dell’asse della coppia. Si ha

oxo =0, wdt = udf.
Dalla (8.6), per I'arbitrarieta di 46, segue che

NS . u=o0.

3. coppia elicoidale: siano u il versore dell’asse di rotazione, 6 ’angolo di
rotazione e p > 0 il passo dell’elica. Si ha

Oxor = Lusl,  wdt = udb.
2T

Dalla (8.6), per arbitrarieta di 66, segue che

%R(”)-U—I—Ng) cu = 0.

4. coppia rototraslatoria: si ha
dXxo = uds, wdt = udb.
Dalla (8.6) si ottiene
R(v) - uds + N - udf = 0,
da cui, per 'arbitrarieta di ds e di 06, segue che

R™ .y =0, NY . w=0.

5. coppia sferica: sia O’ il centro della coppia. Si ha
6XO’ - 0
Dalla (8.6), per arbitrarieta di wdt, segue che

Ng) =o.
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8.2.2 Vincoli di puro rotolamento

Il lavoro virtuale & uguale a zero anche per i vincoli di puro rotolamento, infatti
per i punti P, P, di due corpi a contatto, dette ®;, ®, le reazioni vincolari sui due
corpi in Py, P, si ha

oL = D, -0x1+ Py 0x2 =P (Ix1 — OX2)

per il principio di azione e reazione, e in un moto di puro rotolamento si ha
dx1 = 6Xx2, quindi §£® = 0. Dunque si possono estendere a questo caso i risultati
trovati per il caso dei vincoli olonomi fissi e senza attrito, se questi dipendono
dall’annullarsi del lavoro virtuale delle reazioni vincolari.

8.3 Statica di sistemi di punti materiali vincolati

Consideriamo un sistema di N punti materiali Py, ..., Py di masse mq, ..., my sog-
getti a vincoli olonomi fissi e a forze attive indipendenti dal tempo in un riferimento
assegnato ..

Definizione 25. La configurazione g = (x1, ..., xy) € R si dice di equilibrio
se, ponendo i punti P; in questa configurazione con velocita tutte nulle, essi vi
restano per sempre.

I problemi fondamentali della Statica sono la ricerca delle configurazioni di
equilibrio e il calcolo delle reazioni vincolari in corrispondenza degli equilibri. Nel
seguito di questo capitolo introduciamo due metodi diversi per trattare questi
problemi.

8.4 1l principio dei lavori virtuali

Principio di lavori virtuali: 5@ consideri un sistema meccanico costituito da N
punti materiali soggetti a vincoli olonomi fissi, che siano anche privi di attrito o di

puro rotolamento, e a forze attive Fl(a), e ,F]E,a ) indipendenti dal tempo. Condi-
zione necessaria e sufficiente perché una configurazione &g = (x1,...,xyN) di tale
sistema sia di equilibrio € che per ogni spostamento virtuale dx = (9X1,---,0Xy)

che allontani la configurazione del sistema da xy si abbia
N
SLW = ZFj(a) (x,0)-dx; =0. (8.7)
j=1

Osservazione 37. La validita del principio dei lavori virtuali viene assunta come
postulato. Inoltre le relazioni che derivano da esso sono equazioni pure, cioe¢ non
contengono reazioni vincolari.
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Inserendo la relazione
0
-3 2
gy

nella (8.7) si ottiene

“)—Z<ZF“) qh)aqh_o

h=1
per ogni spostamento infinitesimo dq = (¢, . . ., g, ). Ponendo
N I
Qn=Qnlq,q) = ZF(G)(X,U)-a—q;, h=1,...,n, (8.8)
7=1

e usando I'arbitrarieta dei dqy, si trova la seguente condizione necessaria e sufficiente
per l'equilibrio:

Qn(q,0) =0, h=1,...,n. (8.9)

Le espressioni @)p,, definite in (8.8), si chiamano forze generalizzate oppure
componenti lagrangiane delle forze.

Se le forze attive sono conservative, cioe se F; = Fj(x), e se esiste una funzione
V() tale che

allora, posto

si ha

Q1 = Qula ZV%V a)- 2(g) = - L (q),

quindi (8.9) si scrive

8.4.1 Alcuni esempi

Esempio 15. Si consideri il sistema meccanico formato da due aste omogenee, di
lunghezza 2¢ e massa m, incernierate in un loro estremo C'.
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L’estremo A della prima asta e collegato all’ori-
gine di un riferimento Axy, con asse Ay verticale
ascendente. L’estremo B della seconda asta puo
scivolare senza attrito sull’asse orizzontale Ax.
Sul sistema agisce la forza di gravita, di accele-
razione ¢g. Inoltre una molla di costante elastica
k > 0 e lunghezza a riposo nulla collega i due bari- :
centri G, G delle aste. Sia 6 l'angolo tra l'asta A B
AC e l'asse Az. Assumiamo che tutti i vincoli

siano privi di attrito.

Usiamo il principio dei lavori virtuali per trovare le configurazioni di equilibrio. Le
forze attive sono conservative, con energia potenziale

V(0) = 2mglsin 0 + 2k(* cos® 6.

Dall’equazione

V'(6) = 2mgl cos (1 — 2ﬂ sinf) =0

myg
si ottengono le configurazioni di equilibrio
T ™
0 = — Oy = ——
1 92 ) 2 9
e,se J =59 <1,
03 = arcsin J, 0y = m — arcsin J.

Le configurazioni 3, 8, esistono solo se J < 1. Si dice che J =1 ¢ un valore di
biforcazione del parametro J.

Osservazione 38. Nota una configurazione di equilibrio, possiamo usare il prin-
cipio dei lavori virtuali anche per trovare le reazioni vincolari. Possiamo infatti
immaginare di sopprimere il vincolo per cui si vuole calcolare la reazione vincolare
e includere tale reazione tra le forze attive, che appaiono nell’espressione del lavoro
virtuale (vedi Esempio 16).

8.5 Le equazioni cardinali della Statica

Sia dato un sistema di N punti materiali P;, j = 1... N di masse m;, soggetti a
vincoli olonomi fissi e a forze attive indipendenti dal tempo. Fissato un riferimento
¥, assumiamo che sui punti agiscano delle forze F}, somma vettoriale di forze
interne ed esterne:

—_ g (B)
Fi=F"+F"
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Inoltre sia le forze interne che le forze esterne sono somma vettoriale di forze attive
e reazioni vincolari, denotate rispettivamente con f e ®:

o — f](I) + q)gf)’ _F](E) _ f](E) + (I)(E).

J J
Nel riferimento ¥ le equazioni di Newton per il sistema si scrivono

myi; = £+ 4 f P 1™ j=1. N
Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema sia in equilibrio e che siano in
equilibrio tutte le parti che lo compongono, cioe¢ che

F,=0, j=1,...,N

quando le velocita dei punti P; sono tutte nulle. Ne segue che per la risultante
R e il momento risultante Ng delle forze Fj, calcolato rispetto ad un polo @
qualunque, valgono le equazioni

R=0, Ny=0. (8.10)

Poiché la risultante RY) e il momento risultante Ng) delle forze interne sono

nulli, detti R, Né?E) le corrispondenti quantita per le forze esterne, dalle (8.10)
si ottiene
R® =0, Ny =o. (8.11)

Le relazioni (8.11) si chiamano equazioni cardinali della Statica.

Sottolineamo il fatto che le (8.11) sono in generale condizioni necessarie ma
non sufficienti per 'equilibrio. Infatti, se consideriamo il problema dei due corpi
(vedi Sezione 3.5) le equazioni (8.11) sono banalmente soddisfatte in quanto il
sistema meccanico e isolato, quindi le forze esterne sono nulle, ma il problema non
ammette nessuna configurazione di equilibrio.

Se un sistema di N punti materiali vincolati ¢ in equilibrio sotto ’azione di un
dato sistema di forze attive, sostituendo ai vincoli le reazioni vincolari che questi
esercitano, il sistema si puo considerare costituito da un insieme di punti materiali
liberi, ciascuno dei quali € in equilibrio sotto 'azione delle forze attive e vincolari
agenti su di esso.

L’equilibrio dei punti del sistema non viene turbato se a due o piu forze appli-
cate ad uno stesso punto del sistema si sostituisce la loro risultante, oppure, se la
forza agente su un punto del sistema si scompone come somma vettoriale di piu
forze applicate allo stesso punto. Quindi, per un sistema meccanico discreto in
equilibrio possiamo sempre eseguire sulle forze applicate ai singoli punti la prima
operazione elementare, introdotta nella Sezione 5.5, senza alterarne 1’equilibrio.
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Nel caso di un corpo rigido si assume che valga il cosiddetto postulato carat-
teristico dei solidi: 1’equilibrio di un corpo rigido non si altera se si applicano
due forze direttamente opposte a due punti qualsiasi del corpo. Quindi, nel ca-
so di un corpo rigido in equilibrio possiamo anche eseguire la seconda operazione
elementare sulle forze applicate ai singoli punti senza alterarne ’equilibrio.

Possiamo trarre la seguente conclusione.

Proposizione 56. Nel caso di un corpo rigido le equazioni (8.11) sono anche
sufficienti per avere un equilibrio.

Dimostrazione. Assumiamo che valgano le equazioni (8.11), per cui le forze esterne
che agiscono sui punti P; del corpo formano un sistema equilibrato. Sappiamo gia
che le forze interne agenti sui P; formano un altro sistema equilibrato, per cui
anche 'unione dei due sistemi di forze applicate e equilibrato:

R=Ny=0

per ogni scelta del polo @ € E3. Poiché per un corpo rigido abbiamo a disposizione
entrambe le operazioni elementari, per la Proposizione 24 possiamo ridurre que-
st’ultimo sistema di forze (comprendente forze interne ed esterne) ad un sistema
nullo. In questo modo ogni punto del corpo rigido risulta soggetto ad una forza
nulla, e dunque il corpo e in equilibrio.

[]

Le equazioni (8.11) sono utili anche per il calcolo delle reazioni vincolari in
condizioni di equilibrio.

Esempio 16. In un piano verticale si fissi un riferimen-
to Oxy, con asse Oy verticale ascendente. Consideriamo
un’asta AC' omogenea, di lunghezza 2¢ e massa m. L’e-
stremo A dell’asta ¢ incernierato all’asse Oy nel punto
di coordinate (0,2h), con 0 < h < ¢, tramite una cer-
niera cilindrica fissa. L’estremo C e vincolato all’asse
Oz tramite una cerniera cilindrica scorrevole sull’asse
Oz (vedi figura). Sull’asta agisce la forza di gravita, di
accelerazione g.

[’asta e chiaramente in equilibrio in quanto i vincoli non le permettono di muoversi.
Il valore 6y dell’angolo tra l'asta e la direzione verticale ¢ dato da cosfy = h//.
Tutti i vincoli sono supposti privi di attrito e le cerniere hanno massa trascurabile.
Calcoliamo le coordinate delle reazioni vincolari ®,, ®. esercitate sull’asta nei
punti A, C. Siano ey, ey le coordinate dei versori degli assi Ox,Oy. Le reazioni
vincolari si scrivono

®, = ae; + [ey, Do = ey,



162 CAPITOLO 8. STATICA DEI SISTEMI MECCANICI

con o, 3,7 € R da determinarsi. La prima equazione cardinale della Statica si
scrive
b, + P —mgey, =0,

per cui si ottiene
a=0, B+~v—mg=0.

La seconda equazione cardinale della Statica, calcolata rispetto al polo A, si scrive?
(xp —x4) X (—mges) + (xc — x4) X ye3 =0, (8.12)
con
xa = (0,2h,0), xp = ({sin by, { cos by, 0), xc = (20sin6,,0,0)

le coordinate dei punti A, B, C'.
Dalla (8.12) si ottiene

—mg + 27 = 0.
Si ha quindi
mg mg
v=—, B=Emgoy=-7
e dunque
B,y=Bo = %e}

Adesso calcoliamo le stesse reazioni vincolari usando il principio dei lavori vir-
tuali. Immaginiamo di eliminare il vincolo in C, dato dalla cerniera scorrevole in
figura, e consideriamo la reazione ® come una forza esterna attiva. In questo caso
il sistema acquista un grado di liberta. Detto # 'angolo tra l'asta e la direzione
verticale, che adesso puo variare, le coordinate del punto C' dell’asta sono date da

Xc = 2Usinfey + 2(h — {cos)eq,

per cui gli spostamenti virtuali del punto C' dalla configurazione di equilibrio, con
0 = 6y, sono
OxXc = 20 cosBydfe; + 20 sin byobes.

Dalla relazione x5 — x4 = 3(Xc — Xxa) si ottiene anche che

1
OXp = §5XC'

I1 lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si ¢ aggiunta la reazione ®¢) in
corrispondenza ad uno spostamento virtuale dx € dato da

SLW = ~yey - dx e — mges - Ox g = {sinby(2y — mg)db.

2si estendono questi vettori ad R? aggiungendo una terza coordinata nulla.
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Poiché §£® si deve annullare per ogni spostamento virtuale ammissibile, cioe per
ogni 46, si ottiene

_mg

=5

Immaginiamo adesso di eliminare la cerniera cilindrica in A e consideriamo la

reazione ® 4, come una forza esterna attiva. In questo caso il sistema acquista due
gradi di liberta. Sia s ’ascissa di C' sull’asse Ox. Le coordinate dei punti A, B, C'
sono date da

X4 = (s—2Csinf)e;+2{ cos fe,, x5 = (s—{sinf)e;+{ cosbes, Xc = seq,

per cui gli spostamenti virtuali di questi punti dalla configurazione di equilibrio
sono

x4 = (08 — 20 cospd0)e; — 20 sin Gydbhes,
dxp = (0s — Lcosbydf)e; — Lsinbydbe,,
IXc = 0sey.

Il lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si ¢ aggiunta la reazione ®,4) &
dato da

0L = @4 - 5x 4 — mges - Sxp + Bc - IXc
= a(ds — 20 cos 0y00) — 203 sin 0y560 + mgl sin 660

e si deve annullare in corrispondenza ad ogni spostamento virtuale, cioe per ogni
scelta di ds e di 06. Se scegliamo 00 = 0, per 'arbitrarieta di ds si ottiene

a=0.
Scegliendo invece ds = 0, per l'arbitrarieta di d0 si ottiene

_mg
=

8.6 Problemi isostatici e iperstatici

Consideriamo un’asta con un estremo A collegato ad un telaio verticale tramite
una cerniera cilindrica fissa e con 'altro estremo B appoggiato ad una superficie
liscia, come in Figura 8.1 a sinistra. Sull’asta agisce anche una forza attiva esterna
F. Le componenti o A, @5 delle reazioni vincolari agenti sull’asta nei punti A
e B risultano univocamente determinate. Infatti dalle equazioni cardinali della
Statica otteniamo tre equazioni (due dalla prima equazione cardinale ed una dalla
seconda) con tre incognite, in quanto € noto a priori che P B ha direzione verticale
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Figura 8.1: Sinistra: problema isostatico. Destra: problema iperstatico.

per I'ipotesi fatta sul vincolo. Nella stessa figura mostriamo la costruzione grafica
delle reazioni vincolari: per avere un sistema di forze equilibrato, se la forza F
non ¢ diretta come l’asta, le linee di azione di F e quelle di L As @5 si devono
incontrare in un punto, che in figura e chiamato C. In questo caso il problema e
detto isostatico.

Supponiamo adesso che anche 'estremo B dell’asta sia vincolato ad un telaio
orizzontale tramite una cerniera cilindrica fissa, come in Figura 8.1 a destra. In
questo caso le componenti delle reazioni vincolari non sono univocamente determi-
nate, infatti le incognite sono quattro. Nella stessa figura mostriamo due diverse
soluzioni grafiche per le reazioni vincolari in A e B. In questo caso il problema &
detto iperstatico.

8.7 Sovrapposizione degli effetti e metodo di scom-
posizione

Osserviamo che le equazioni introdotte per trattare i problemi di Statica dipendono
linearmente dalle forze. Possiamo allora utilizzare il principio di sovrapposizio-
ne degli effetti: se un effetto dipende linearmente dalle cause che lo producono,
allora tale effetto e dato dalla somma degli effetti che ciascuna causa produrrebbe
se agisse da sola.

Come abbiamo gia osservato, se un sistema meccanico € composto da piu par-
ti ed e in equilibrio, allora ciascuna delle sue parti deve soddisfare le condizio-
ni per l'equilibrio. Questo fatto conduce a un procedimento detto metodo di
scomposizione di un sistema meccanico.

Mostriamo con un esempio come queste due osservazioni possono essere utiliz-
zate per calcolare le reazioni vincolari di un sistema meccanico.

Esempio 17. (arco a tre cerniere) Si consideri il sistema formato da due aste
rigide AC, BC' collegate nel loro estremo comune C' da una cerniera cilindrica
mobile. Gli altri estremi A e B delle due aste sono fissati ad un telaio rettilineo
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Figura 8.2: Reazioni vincolari in A, B nell’ipotesi che una delle due aste sia scarica.

orizzontale attraverso due cerniere cilindriche fisse. Nel punto P; dell’asta BC' ¢
applicata una forza F, e nel punto P dell’asta AC' ¢ applicata una forza Fy. Tutti
i vincoli sono supposti privi di attrito. Mostriamo come si calcolano le reazioni
vincolari esercitate dalle cerniere in A e B sulle due aste.

Assumiamo dapprima che I'asta AC' sia scarica, cioe che su di essa non agi-
scano forze attive esterne. In questa ipotesi chiamiamo <I;S) e (f)é}) le reazioni

vincolari esercitate dalle cerniere in A e C sull’asta AC', e chiamiamo ég) la rea-
zione della cerniera in B sull’asta BC'. Poiché il sistema composto dalla sola asta
AC' e in equilibrio, le reazioni <I;E41) e <I;(Cl) devono essere direttamente opposte e
dirette lungo la retta r ¢ per A, C.

Osserviamo che, per il principio di azione e reazione e poiché il sistema e in
equilibrio, la cerniera in C' esercita sull’asta BC una reazione vincolare opposta a
quella che la stessa cerniera esercita su AC'.

Anche il sistema costituito dalla sola asta BC' ¢ in equilibrio e su di essa agisco-

no le reazioni vincolari <Igg), —58) e la forza F, applicata nel punto P;. Scompo-

niamo tale forza nel sistema equivalente {( figl), A), ( fg) , B)}, con una componente
lungo r4¢ e altra applicata in B, vedi Figura 8.2 a sinistra®. Per avere 'equilibrio

si ottiene quindi che

£ (1 1 r(1 1
T

. . . . . x (2 7 (2 . .
Assumiamo adesso che I'asta BC' sia scarica e chiamiamo @53) e <I>(C) le reazioni

vincolari esercitate dalle cerniere in B e C' sull’asta BC, e 'f'(j) la reazione della
cerniera in A su AC.

In modo analogo a prima otteniamo che le reazioni <f>§_§) e <I;(C2) devono essere
direttamente opposte e dirette lungo la retta rgo per B, C. L’asta AC deve pure

stare in equilibrio sotto ’azione delle reazioni 5542), —‘1;(02 ) e della forza F, applicata

3la figura & disegnata nel caso in cui F} non sia parallela alla retta r4¢, comunque anche nel
caso Fy || rac si puo scomporre (Fj, P) in un sistema equivalente con le stesse caratteristiche
(dimostrarlo!)
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in P,. Decomponiamo tale forza nel sistema equivalente {( j(f), A), ( 7(92), B)}, con

una componente lungo rgc e laltra applicata in A, vedi Figura 8.2 a destra.
All’equilibrio si ottiene quindi

T (2 2 r(2 2
O _fO O _ g2

Figura 8.3: Reazioni vincolari esercitate sulle due aste dalle cerniere in A, B in
presenza delle forze F, F5.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, per determinare le reazioni
vincolari ® 4 € o p esercitate dalle cerniere in A e B sulle aste AC e BC rispetti-
vamente, in presenza di entrambe le forze attive ﬁl, F, applicate in P;, P,, basta
fare la somma vettoriale delle reazioni vincolari esercitate in A e B nei due casi
precedenti, vedi Figura 8.3. Concludiamo quindi che

3, =3Y + 37 $p=3) + 3.

Y

8.8 Esercizi

Esercizio 33. In un piano orizzontale si fissi un riferimento Oxy. In tale piano
st considert il sistema meccanico formato da due aste, di uguale lunghezza 2/,
incernierate in un loro estremo C. L’estremo A della prima asta é incernierato
nell’origine O. L’estremo B della seconda asta puo scivolare sull’asse Ox. Siano
e1, €y 1 versori degli assi Ox,Oy. Nel punto medio dell’asta BC' agisce una forza
costante F = Féy, con F > 0. Sull’asta AC' agisce una coppia di forze di momento
N = Né; x €y, con N > 0. Assumiamo che tutti ¢ vincoli siano privi di attrito.
Usando come coordinate ’angolo 6 che l'asta AC' forma con [’asse Oz,

1. determinare le configurazioni di equilibrio con il principio dei lavori virtuali;

2. ritrovare le configurazioni di equilibrio con le equazioni cardinali della Statica
e calcolare le reazioni vincolari nei punti A, B, C'.
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Esercizio 34. In un piano verticale si fissi un riferimento Ozxy con asse Oy verti-
cale ascendente. In tale piano si consideri il sistema meccanico formato da un’asta
omogenea AC, di massa m e lunghezza 20. L’estremo A dell’asta ¢ incernierato
nel punto dell’asse Ox di coordinate (%56, 0). L’altro estremo C' é incernierato in
un punto di un corpo rigido D di massa M e baricentro B. Il corpo D ¢ anche
collegato all’asse Oy attraverso una coppia prismatica. Le coordinate dei punti

B,C sono
B= (?e, V20),  C= (?z, V20).

Sui due corpi agisce la forza di gravita di accelerazione g e tutti i vincoli sono
supposti privi di attrito.

P

1. Calcolare l’angolo 0 che 'asta AC' forma con la direzione orizzontale.

2. Usando il principio di sovrapposizione degli effetti ed il metodo di scom-
posizione determinare le componenti delle reazioni vincolari in A e in C
esercitate rispettivamente dall’asse Ox e dal corpo D sugli estremi dell’asta.
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Capitolo 9

Le equazioni cardinali della
Dinamica

Studiamo la dinamica di sistemi composti da punti materiali e corpi rigidi, eventualmente
soggetti ad altri vincoli. Lo studio e svolto utilizzando le equazioni cardinali. Trattiamo
inoltre le equazioni di Eulero per il moto di un corpo rigido con un punto fisso O e la
descrizione del moto dovuta a Poinsot nel caso in cui il momento delle forze esterne
ripetto ad O sia nullo (moti per inerzia).

9.1 Equazioni cardinali e moti rigidi

Richiamiamo le due equazioni cardinali della Dinamica per un sistema di /N punti
materiali (5.8):

. 9.1
MQ = —Mvg X vp + Né)E) ( )

Possiamo usare le equazioni (9.1) per determinare il moto di un corpo rigido,
anche soggetto ad altri vincoli. Consideriamo un esempio semplice e scriviamo le

equazioni del moto in diversi modi.
Esempio 18. In un piano verticale si fissi un sistema di

riferimento ¥ = Ozyz, con asse Oy verticale ascendente.
Studiamo il moto di un’asta omogenea di estremi A,C,
di lunghezza 2¢ e massa m, che scivola mantenendo gli
estremi sui due assi Oz, Oy. Assumiamo che il sistema
sia soggetto alla forza di gravita, di accelerazione g, e che
gli assi sviluppino le reazioni vincolari ® 4e1, ®ce, sugli
estremi dell’asta. Le componenti @ 4, & sono incognite.
Usiamo come coordinata 1’angolo 6 che 'asta forma con
la direzione verticale.

169
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La velocita angolare dell’asta ¢ w = fe;. Siamo interessati a scrivere delle
equazioni che abbiano una forma semplice e che siano equazioni pure, cioe non
contengano reazioni vincolari. Scriviamo la seconda equazione cardinale per ’asta
facendo tre scelte diverse per il polo Q.

i) @ = O, lorigine del riferimento:

MO = —mvp X v + NO = No, (92)
ii) @ = B, il baricentro dell’asta:

MB:—mUBXUB+NB:NB, (93)

iii) Q = Cy, il centro istantaneo di rotazione:!

M,

= —mv¢g, X Vg + N¢g, = Ng,. (95)

La iii) ¢ I'unica equazione pura, infatti

No = xaxDPpe +xc X Poey —xp X mges =
= (—2®4cos0 + 2P sinf — mgsin 0)les,
Np = (xa—xp) X Pye; + (xc — xp) X Poey =

= /((sinfe; — cosbes) x (—Pre; + Pres) =
= (Pcsinh — D4 cosb)les,
N¢g, = (xp—xc,) X (—mges) = T X mges =

= mglsinfes.

LAl variare di 6 il centro istantaneo di rotazione Cj & un punto sempre diverso in un riferimento
solidale al corpo, oltre che nel riferimento ¥. Le coordinate di Cy in ¥ sono

xc, = 2{(sinfey + cosbes),
quindi il termine —mw¢, X vp € nullo perche
ve, = 260/(cos fe; — sin fey) (9.4)

¢ parallelo a vp. Quando usiamo la formula fondamentale (6.19) con il centro istantaneo di rota-
zione Cy abbiamo v¢, = 0, perche stiamo considerando la velocita di un punto solidale al corpo,
cioe stiamo calcolando il limite del rapporto incrementale in cui appaiono le coordinate dello
stesso punto del corpo a due tempi diversi, quindi non possiamo usare la (9.4). Nell’Esempio 18
la confusione tra le due velocita non produce effetti sulla forma dell’equazione, ma non ¢ sempre
cosl. Questa difficolta nasce dalla notazione utilizzata tradizionalmente, che & la stessa per le
due velocita.
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Quindi l'equazione (9.5) appare la scelta piu conveniente. E comunque utile
risolvere il problema nei tre modi diversi.
Nel caso i), usando la formula fondamentale (6.19), abbiamo

MO =mxp X Vo + Iow. (96)

Notiamo che, se I'asta si muove, vp # 0 perché corrisponde alla velocita di O
come punto solidale all’asta. Per calcolarla possiamo usare nuovamente la formula
fondamentale:

Vo =V —wW X Tp = 269(005 fe, — sinfey) = 2vp,

per cui

mxg X vo = 2mxy X vy = —2mlfes.
Inoltre, sapendo che
£2
="
3

e il momento di inerzia dell’asta rispetto all’asse Bés e che Oé3 ¢ un asse principale
di inerzia, dal teorema di Huygens-Steiner otteniamo

) 4 )

Iow = Iéo)w = (]?EB) +ml?)fes = §m€2963.
Abbiamo dunque

2/ 4 o 2 9

My = —2ml-fes; + gmé fes = —gmﬁ fes.

In alternativa si puo calcolare il momento angolare My come segue:
L o 25 Ly
Mo = Mp +xp X mvg = §m€ fes — ml-fes = —§m€ fes.

In questo modo sparisce I’ambiguita di notazione, che nasceva dal fatto di calcolare

la velocita di un punto solidale al corpo (il punto O), ma sempre diverso al variare
di #. Dalla (9.2) si ottiene

2 .
—§m€29 = (—2® 4 cos + 2P sinf — mgsin 0)L. (9.7)

Possiamo eliminare le reazioni vincolari ® 4, ®¢ dalla (9.7) utilizzando la prima
equazione cardinale proiettata lungo ey, es:

by = mag-e, =ml(fcosh —6*sinb), (9.8)

do—mg = map-e; = —ml(Gsind + 6 cosb). (9.9
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Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.7) otteniamo l'equazione del moto:

39

9: Z—l?smﬁ. (910)

Nel caso ii) abbiamo

2.
MB = [Bw = %963,

per cui dalla (9.3) si ottiene I'equazione

2 ..
%9 = (P sinf — P4 cos )L (9.11)

Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.11) si ottiene 'equazione del moto (9.10).

Nel caso iii) abbiamo
4 .
M¢, = Mg+ (xp — xc,) X mvg = Mp —xp X mvg = gmﬁ fes,

e dalla (9.5) si ottiene subito I'equazione (9.10).

Esercizio 35. Si studi il moto di un disco omogeneo di raggio R e massa m che
rotola senza strisciare su un piano inclinato di un angolo « rispetto ad un piano
orizzontale.

Esercizio 36. Si scrivano le equazioni del moto di un sistema costituito da un
disco omogeneo di massa M e raggio R e da un’asta omogenea di massa m e
lunghezza 20 vincolata per un estremo al baricentro G del disco. Il moto si svolge
nel piano (z,y) (vedi figura 36), il disco e vincolato a rotolare senza strisciare
sull’asse x mentre l’asta puo oscillare liberamente rispetto alla verticale (il vincolo
in G ¢ liscio). Si utilizzino coordinate (s, @) in cui s € l'ascissa del punto del disco
a contatto con l'asse x e ¢ e l’angolo tra l’asta e la verticale.

9.1.1 Equazioni del moto con la conservazione dell’energia

Mostriamo come, per i sistemi ad un grado di liberta, possiamo scrivere le equazio-
ni del moto usando la conservazione dell’energia invece delle equazioni cardinali.
Questo modo di procedere alternativo pu permettere di arrivare piu facilmente al
risultato.

Per un corpo rigido discreto, dal teorema dell’energia cinetica abbiamo

T =TI, (9.12)
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Y

dove, scegliendo un punto O’ solidale al corpo,

N N
M=> F,-%,=Y F[o+&x (P —0) 913
h=1 h=1 .

—R-%y + Ny -&=RP .5, + NP .5

Nel caso di corpi rigidi continui otteniamo lo stesso risultato usando (6.41) e
I'ipotesi che la risultante e il momento risultante delle forze interne siano nulli:

1= / f(x') - viq, ¢ @' )de' = R® v + NI - w. (9.14)
c

Nella scrittura dell’equazione (9.12) si possono quindi usare sistemi di forze equi-
valenti a quelli dati, sia per i corpi rigidi discreti che per quelli continui.

Se le forze esterne sono conservative allora esse ammettono un’energia poten-
ziale V' e l'energia totale

E=T+V

€ un integrale primo. Ricordiamo che la conservazione di £ segue dalla relazione
(9.12) in cui abbiamo I1 = =V = -V, V - &

Possiamo usare la conservazione dell’energia per scrivere le equazioni del moto
del sistema dell’Esempio 18. Infatti in questo caso le reazioni vincolari sono forze
esterne a potenza nulla, per ogni velocita possibile, quindi le possiamo tralasciare,
e la forza di gravita e conservativa, con energia potenziale

V = mgxp - es = mgl cosb,

in cui abbiamo sostituito il sistema delle forze di gravita distribuito sugli elementi
materiali che compongono 'asta con un’unica forza —mges applicata al baricentro.
Questo ¢ lecito perché, grazie alla relazione (9.14), possiamo usare sistemi di forze
equivalenti.
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L’energia cinetica si puo calcolare col teorema di Konig:

1 2 :
T = §m]v3|2 +ow- Ipw = §m€292.

Derivando rispetto al tempo 'equazione della conservazione dell’energia si ottiene

4 . .
<§m€20 — mg{sin 9)0 = 0.
Da questa si ottengono due equazioni: la prima, 6 = 0, dice semplicemente
che 'energia si conserva nelle configurazioni di equilibrio, la seconda ci fornisce
I’equazione del moto:

%mﬁé —mglsinf = 0.

Esercizio 37. Usando la conservazione dell’energia, scrivere l’equazione del moto
per un disco di raggio R e massa m che rotola senza strisciare su un piano inclinato
verticale in presenza della forza di gravita, di accelerazione costante g.

9.2 Equazioni di Eulero per il corpo rigido con
un punto fisso

Fissiamo un riferimento ¥ = O é;é,€3 e scriviamo le equazioni che descrivono il
moto di un corpo rigido € con un punto fisso O. La seconda equazione cardinale
in questo caso e sufficiente per determinare il moto:

d - .
—M = Np. 1
dt” Cls © (9.15)

Sia @ la velocita angolare del corpo rigido e consideriamo un sistema di riferimento
principale ¥’ = Oé/é,é}, solidale a € e centrato nel punto fisso O. Assumiamo
inoltre che Y’ abbia la velocita angolare di minima norma tra quelle di tutti i

riferimenti solidali a €. Dalla relazione

d - d - - —
EMO‘E—EMO‘E/‘FWXMO
si ha J
—My| =My x &+ No. 1
i O o Ie) X w + o) (9 6)

Usando la relazione
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otteniamo le equazioni di Eulero

d,. .
%(JOW)

L, =TJod x &+ No. (9.17)

Scriviamo la velocita angolare &, il momento angolare My e il momento della
N N AN N
forza N nella base B’ = {é], é}, e} }:

3

3
- } : N Y 2 : N 2 : N N E : N
W = Wi €, MO = Mz €, = [1 w; €, NO = Nl €,.
=1

=1 =1 =1

Introduciamo anche i vettori rappresentativi
w = (w1, wy,ws)", Mo = (M, My, M), No = (Ny, Ny, Ny)™
Le equazioni (9.17), scritte in coordinate in questa base, diventano

Loy = (I — Is)waws + Ny,
IQ(,E.)Q = ([3 — [1)&)3&)1 + NQ, (918)
]3(,213 = (Il — Ig)wle + Ng.

9.3 Moto per inerzia

Definizione 26. Chiamiamo moti per inerzia o anche moti di Eulero-Poinsot
le soluzioni delle equazioni

d
= (30@)|_ =306 x &, (9.19)

cioe le soluzioni delle equazioni di Eulero (9.17) con No =0.

Con le equazioni (9.19) possiamo studiare il moto di un corpo rigido pesante,
cioe soggetto alla forza di gravita, vincolato al suo baricentro, ma anche il moto
di un corpo rigido pesante libero di muoversi nello spazio. Per quest’ultimo caso
basta infatti studiare il moto nel riferimento del baricentro, che quindi diventa un
punto fisso. Le equazioni (9.19), scritte in coordinate nella base B, diventano

Loy = (I — I3)wyws,
_[2(,;]2 = (]3 - Il)wgwl, (920)
Igd)g = (Il — IQ)wl(,UQ.

Si puo descrivere la soluzione generale di queste equazioni tramite 1'uso di fun-
zioni speciali, vedi [19]. E comunque interessante ottenere una descrizione delle
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soluzioni dal punto di vista geometrico utilizzando solo gli integrali primi della
norma del momento angolare e dell’energia cinetica infatti, anche se le componen-
ti My, M5, M3 del momento angolare nella base B’ in generale non si conservano,
si conserva la loro norma euclidea | M|, in quanto si conservano le componenti di
J\Zfo nella base B e la matrice di cambiamento di base da B a B’ & una matrice
di rotazione. Inoltre si conserva 1’energia cinetica poiché la potenza della reazione
vincolare e nulla, infatti

T=T=R® . .6,+N . &=0,

dove R® ¢ la risultante delle forze esterne e NéE) ¢ il momento risultante delle
forze esterne rispetto al punto fisso O, vedi (9.13) e (9.14).
Introduciamo la seguente

Definizione 27. L’insieme
Eo={0+Z €k % -Jox =1}
si dice ellissoide di inerzia relativo al punto O.

Le coordinate = (x1, 9, x3) dei punti dell’ellissoide di inerzia nel riferimento >’
soddisfano la relazione

[1.%% + 1'2353 + ng§ =1,

quindi gli assi principali dell’ellissoide sono diretti lungo le direzioni principali di
inerzia e le loro lunghezze sono 1/4/1;, j =1,2,3.

Proposizione 57. (Poinsot) In un moto per inerzia di un corpo rigido con punto
fisso O Uellissoide di inerzia relativo al polo O rotola senza strisciare su un piano
fisso 11 perpendicolare al vettore momento angolare Mo .

€1

~

I
ﬁ
S|
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Dimostrazione. Sia F il valore costante dell’energia cinetica:

T=-w -Jow=F.

DN —

Il punto P = O+ é, con E = & /V2E, appartiene all’ellissoide di inerzia £, infatti

5> o W-Jow
€'JO€:2—

=1
E

Osserviamo inoltre che:

1. ad ogni istante il piano tangente all’ellissoide nel punto P e ortogonale a
M, infatti

Vae(x - Iox) =2Ipx

e, sostituendo & = w/v2F al posto di &, otteniamo

/2 /2
2[()6 = Efow = EMO

Quindi 21p&, che rappresenta un vettore normale all’ellissoide in P, ¢ paral-
lelo al momento angolare, che e costante nel riferimento X.

2. La distanza di tale piano da O e costante, infatti questa e data da

E'Mo_ w-MO _\/2E
[Mo|  V2E|Mo| Mol

3. La velocita del punto dell’ellissoide a contatto col piano & nulla, infatti 'el-
lissoide & solidale al corpo e O ¢ 'asse istantaneo di rotazione perché da
Up = 0 e & || & segue che tutti i punti solidali al corpo su O& hanno velocita
nulla.

]

Si chiama poloide la curva tracciata sulla superficie dell’ellissoide di inerzia
dai punti dell’ellissoide a contatto con il piano fisso; si chiama erpoloide la curva
tracciata sul piano fisso dai punti del piano II.

Esaminiamo in dettaglio il caso perfettamente simmetrico (I; = Iy = I3), il
caso a simmetria giroscopica (I; = I # I3) e il caso generico (I; > I > I3).
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Caso 1: ]1:]2:I3ZI

Ad esempio, questo ¢ il caso di un corpo sferico omogeneo o di un corpo formato
da 8 masse uguali disposte ai vertici di un cubo, vedi Esercizio 24.

Se la matrice che rappresenta Jo nella base principale B’ ¢ un multiplo dell’i-
dentita, allora lo ¢ in qualunque altra base. Abbiamo quindi la relazione

My =1& (9.21)

Siccome Mp & un integrale primo nel sistema di riferimento ¥, anche @ = Mo, /1
e costante lungo le orbite, quindi il moto per inerzia € un moto rotatorio uniforme
attorno a un asse fisso nello spazio (nel riferimento inerziale), che ¢ I'asse istantaneo
di rotazione. Questo segue dalla formula fondamentale della cinematica rigida
applicata ad un generico punto P e al punto fisso O:

Gp =& x (P —0). (9.22)

Se ruotiamo il sistema di riferimento ¥ in modo da avere & = weés, con w € R, e
denotiamo con z,y, z le coordinate di P in X, 'equazione (9.22) si scrive

T = —wy, Y = wx, z =0,
che ha per soluzione
z(t) \ [ coswt —sinwt z(0) B
( y(t) ) N < sinwt  coswt ) ( y(0) )’ 2(t) = 2(0), teR.
Lo stesso risultato si puo ottenere anche dalla descrizione del campo delle velocita
che abbiamo fatto in precedenza.

Osserviamo che in questo caso i vettori @ e M sono costanti anche nel sistema
di riferimento Y, solidale al corpo.

Caso 2: I} = I, # I3 (simmetria giroscopica)
Proposizione 58. I vettori &, €}, Mo, soddisfano le sequenti proprieta’:
1. ws e |w| sono costanti;
2. il momento angolare Mo, la velocita angolare & e ’asse €5 sono coplanari;

3. gli angoli tra due qualsiasi dei vettori J\ZTO,JJ, é; sono costanti.

Osservazione 39. La terza proprieta ci dice in particolare che sono costanti le
componenti del vettore velocita angolare & sui vettori €5 ed M.
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Dimostrazione. Le equazioni di Eulero si scrivono nel modo seguente

Loy = (I — I3)wws,
[1@2 = (13 — Il)wgwl, (923)
[3(,;]3 = 07
dunque otteniamo
ws = costante, wf + wg = costante,

per cui & costante anche |w|.
Siano « I'angolo tra My ed @, B I'angolo tra & ed €5 e v I'angolo tra My ed
é5. Scriviamo le espressioni dei coseni di tali angoli:

Mo'w 2K
cosa = = ,
Mol |w|  |Mo||w|
cosff = ﬂ,
|w|
oS M I3 ws
’y = = .
|Mo|  |Mo

Usando il punto 1., la conservazione dell’energia cinetica e della norma del momen-
to angolare otteniamo che cosa € costante. Dal punto 1. segue immediatamente
che anche cos f e costante. La dimostrazione che cos~y & costante si fa in modo
analogo.

Il fatto che i vettori MO, W, € siano coplanari durante il moto si ottiene dalla

relazione
Lw Twy Izws

det w1 )] Ws =0.
0 0 1

]

Proposizione 59. (coni di Poinsot) Si consideri il moto di un corpo rigido
con un punto fisso O avente simmetria giroscopica attorno all’asse €}. Il vettore
@ ruota uniformemente attorno alla direzione fissa del momento angolare Mo,
descrivendo un cono di rotazione C con velocita angolare costante. Analogamente
la traccia di @ sul corpo descrive un cono di rotazione C' con wvelocita angolare
costante. Considerando C fisso e C' solidale al corpo rigido, si ha che i due coni
rotolano l'uno sull’altro senza strisciare.

Dimostrazione. 11 vettore & descrive un cono in entrambi i sistemi di riferimento
poiché I'angolo tra & ed My e I'angolo tra & ed €} sono costanti. A questi due
coni, denotati con C e C’, possiamo attribuire un moto considerandoli solidali a X



180 CAPITOLO 9. LE EQUAZIONI CARDINALI DELLA DINAMICA

e Y rispettivamente. Si ottiene che C e C’ rotolano senza strisciare I'uno sull’altro
poiché i punti del corpo che si trovano sull’asse passante per O e parallelo ad @
hanno tutti velocita nulla (O & Passe istantaneo di rotazione e tp = 0). Tale asse
corrisponde alla retta istantanea di contatto tra i due coni e ha velocita istantanea
nulla sia nel sistema di riferimento inerziale che nel riferimento solidale (la derivata
temporale di & fatta nei due riferimenti ¢ la stessa).

Dimostriamo adesso che il moto di rotazione e uniforme. Posto

si ha

Quindi & ruota uniformemente attorno a Oéy,,, costante in X, e per la coplanarita
di &, &, My e I'invarianza dell’angolo tra & ed €} trascina nel suo moto uniforme
attorno ad Oéps, anche .

La dimostrazione del moto rotatorio uniforme di & attorno ad € in 3’ si fa in
modo analogo a partire dall’equazione differenziale

iéM = —W x ép, =—w'é; X énmp,
dt (@] sV (@] (@]
che segue dalla relazione
d . d . LG xe
—e = —é wxe
dt Mels — qt Mol Mo
e dal fatto che p
—é =0.
dt Ml

Caso 3: I1 > 1, > I;
Le equazioni di Eulero (9.19) ammettono sempre gli integrali primi
|Mo|* = I{w? + I3w3 + I3wg,

1
T= 5([@% + Lws + T3w3).
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Definizione 28. Chiamiamo rotazioni stazionarie le soluzioni &, costanti delle
equazioni di Eulero (9.19).

Ricordiamo che & ¢ costante nel riferimento X se e solo se & costante in Y.
Dalla (9.19) si vede quindi che se &, & una rotazione stazionaria si ha

Jods || &s,

cioe le rotazioni stazionarie sono gli autovettori di Jo e quindi sono necessariamente
parallele ad uno degli €}. Si parla dunque di rotazioni stazionarie attorno agli assi
Oé}, Oé,, Oé}. Dalla relazione MO = JpoWw;, si ottiene che anche MO deve essere
parallelo ad @,. Quindi in questo caso 1\7[0 ¢ costante anche in Y. Per capire
la geometria delle traiettorie delle soluzioni di (9.19) consideriamo le equazioni di
Eulero scritte nella forma

d - -
_ = 0. .24
dtMO ¥ Mo x & (9-24)

Siano %, E i valori degli integrali primi |Mp|?, T. Le relazioni

M2+ M + M} = &,

M M} M3 (9.25)
L2408 _9op
n L L

rappresentano l'intersezione di una sfera di raggio |¢| con un ellissoide di semias-
si \/2E1;, j = 1,2,3, e individuano le traiettorie possibili per le coordinate
(My, My, M3) del momento angolare nella base B’. Fissiamo un valore E per
I'energia e consideriamo l'insieme delle coordinate (M, Ms, M3) che soddisfano
(9.25). 1l fatto che questo insieme sia non vuoto ¢ garantito dalle relazioni

2E13 S 02 § 2E[1

Descriviamo l'insieme delle traiettorie delle soluzioni di (9.20) nei vari casi. Ci
sono cinque possibilita:

1) 2EI; = ¢,
2) 2EI3 < c® < 2EI,
3) & =2EL,
4) 2EI, < ¢ < 2FE1,
5) & =2EI.

Nel caso 1) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oé€}, che corrispondono alle
rotazioni stazionarie con & parallelo a €. Nel caso 2) abbiamo due curve chiuse
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15
05
-0.5

-15

Figura 9.1: Possibili traiettorie della curva t — Mp(t), soluzione di (9.24),
ottenute fissando un valore di T' e usando valori diversi di |[M|.

attorno all’asse Oéj. Nel caso 3) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oé€}
e quattro curve che li congiungono, che corrispondono alle separatrici stabili e
instabili delle equazioni (9.24) ristrette all’ellissoide di energia costante. Nel caso
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4) abbiamo due curve chiuse attorno all’asse Oé]. Nel caso 5) abbiamo due punti
di equilibrio sull’asse Oé€].

Osservando le curve disegnate nella Figura 9.1 possiamo concludere che le rota-
zioni stazionarie attorno agli assi O€é} e Oé}, corrispondenti ai momenti principali
di inerzia massimo e minimo, sono stabili. Invece, le rotazioni stazionarie attorno
a Oé€), sono instabili. La definizione formale di stabilita degli equilibri ¢ enunciata
di seguito.

9.3.1 Equilibri e stabilita

Consideriamo un sistema di equazioni differenziali
z = f(x), zeR™ m>1. (9.26)
Definizione 29. Si definiscono equilibri di (9.26) i punti @ tali che f(xy) = 0.

Definizione 30. Un equilibrio x, ¢ stabile (per tempi positivi) se per ogni intorno
U di xg esiste un intorno V' di @y, V C U, tale che per ogni y € V, la soluzione
x(t) = x(t;y) di (9.26) con condizione iniziale (0) =y soddisfa

x(t;y) e U, VyeV, Vit >0.

Definizione 31. Un equilibrio x, ¢ instabile (per tempi positivi) se non é stabile,
cioe se esiste un intorno U di xqy tale che per ogni intorno V di @y con V C U
esistonoy € V et > 0 tali che la soluzione x(t) = x(t;y) di (9.26) con condizione
iniziale ©(0) = y soddisfa

x(l;y) ¢ U.

Descriviamo due esempi standard di equilibri di sistemi autonomi piani lineari:
uno e stabile, I’altro instabile.

Esempio 19. (centro) 1l sistema
T = —y, y=ux (9.27)

ha l'origine (x,y) = (0,0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l'integrale
primo
G(z,y) ="+,

infatti

Gz,y) = 2z +yg) = 2(—zy + yz) =0,
per cui le traiettorie delle soluzioni diverse dall’equilibrio sono circonferenze centra-
te nell’origine (vedi Figura 9.2 a sinistra). Questo ci permette di dire che 'origine
¢ stabile.
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2N

wx% x

Figura 9.2: Sinistra: equilibrio di tipo centro. Destra: equilibrio di tipo sella.

Esempio 20. (sella) 1l sistema
T = -z, Y=y (9.28)

ha l'origine (x,y) = (0,0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l'integrale
primo

G(z,y) =y,

infatti

G(z,y) = iy +xj = —zy + 2y = 0,
per cui le traiettorie delle soluzioni diverse da quelle che giacciono sugli assi coor-

dinati sono delle iperboli (vedi Figura 9.2 a destra). Questo ci permette di dire
che l'origine e instabile.

9.3.2 Fase geometrica nel moto del corpo rigido

Consideriamo adesso un moto periodico attorno ad un asse di una rotazione sta-
zionaria stabile, per esempio attorno a Oé;. Dopo un periodo di My in ¥’ le
proiezioni di My su €}, €é,, €5 hanno gli stessi valori iniziali. Quindi i vettori
€}, €,, e} del sistema solidale ', e dunque tutti i punti del corpo rigido, tornano
ad avere la stessa distanza dall’asse O My, fisso in X.

Vogliamo calcolare I'angolo A6, che ci dice di quanto e ruotato il corpo rigido
dopo un periodo di M.

Riportiamo qui una formula dimostrata da Montgomery in [14]:

Ag=2—"——_Q (9.29)
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in cui T" ¢ il periodo del moto ed €2 ¢ I'angolo solido tracciato dalla direzione del
momento angolare M, sulla sfera unitaria centrata in O e solidale al corpo.

In [10] si trova una dimostrazione della formula (9.29) utilizzando il teorema
di Gauss-Bonnet e la Proposizione 57.

9.4 Effetto giroscopico

Si consideri un corpo rigido a simmetria giroscopica, con un punto fisso O e
momenti principali di inerzia I;, con Iy = I, # I3

Se il corpo ¢ omogeneo, per esempio una trottola, I’asse O€} corrisponde al suo
asse di simmetria (asse giroscopico). Introduciamo la componente della velocita
angolare @ ortogonale a tale asse:

64_5L = wlé'l + LUQé/2.
Il momento angolare rispetto ad O si puo scrivere
Mo = L& + Izw;é,

o=11w 3W3€s.

Supponiamo che la componente lungo €5 del momento delle forze attive esterne
rispetto ad O sia nulla:

N3 = Ny - €} = 0.
L’equazione di bilancio del momento angolare diventa quindi

d - d, . - . .
—Mo| = E(IMl + Iswsé}) L =No= Nié} + Nqél. (9.30)

Le equazioni di Eulero si scrivono

Ly = (11 — I3)waws + Ny,
Liwy = (I3 — I )wswy + Na,
Isws = 0.

Consideriamo condizioni iniziali della forma
wl(()) = CUQ(O) = 0, CL)3(0) > 1.

Osserviamo che, anche se in generale non si avra wy () = ws(t) = 0 per ogni ¢t > 0.
Assumiamo che

Gt(t) ~0 (9.31)
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almeno per un certo intervallo di tempo, insieme con la sua derivata temporale in X
di &t. Dato che ws(t) = w3(0), V¢ > 0, per I'ipotesi (9.31) possiamo approssimare
I'equazione (9.30) con

d
b

Dalla (9.32) segue che, se il momento Np & prodotto da una forza F applicata
in un punto P # O dell’asse giroscopico Oé}, quest’ultimo non si sposta nella
direzione della forza ma nella direzione di _7\70, ad essa perpendicolare (tendenza
al parallelismo dell’asse giroscopico al momento ]\70).

Dalla (9.32) segue anche che per provocare un determinato spostamento del-
I’asse giroscopico € necessario un momento delle forze attive di norma tanto piu
grande quanto piu grande ¢ w3(0) (tenacia dell’asse giroscopico).

9.5 Esercizi

Esercizio 38. Si consideri il sistema meccanico piano formato da due dischi omo-
genei Dy, Dy di massa m e raggio R i cui baricentri By, By sono wvincolati agli
estremi di un’asta di massa trascurabile e lunghezza ¢ > 2R. I dischi possono ro-
tolare senza strisciare sull’asse x di un sistema di riferimento Oxy verticale (vedi
figura).

a) Utilizzando come coordinata l'ascissa s del baricentro By si scriva l'equazione
del moto del sistema e se ne determini il moto. Si trovino inoltre le componenti
delle reazioni vincolari <I_51, CI_SQ, esercitate in Py, Py, lungo la direzione dell’asse
Oz.

b) Si applichi al disco Dy un motorino di massa trascurabile, che genera sul
disco una coppia di forze di momento Lés. Assumiamo per semplicita le condizioni
iniziali s(0) = 5(0) = 0: come cambiano le risposte al punto precedente?

y y
a) b)

= S| = NS S| =

(0] P P, X (0] P, P, X

Esercizio 39. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxy, con
asse Oy verticale ascendente. Si consideri il sistema meccanico descritto in figura,
composto da un disco omogeneo di massa M e raggio R che puo rotolare senza
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strisciare sull’asse Ox. Sul disco puo a sua volta rotolare senza strisciare un’asta
omogenea di massa m e lunghezza €. Sul sistema agisce la forza di gravita, di
accelerazione g. Si usino come coordinate l’ascissa s del baricentro B del disco e

l’angolo 0 tra asta e la direzione orizzontale e si assuma che per s = 0,0 = 0 il
punto di contatto () tra asta e disco coincida col baricentro G dell’asta.

(i) Determinare il centro istantaneo di rotazione dell’asta;
(i1) scrivere la seconda equazione cardinale per la sola asta rispetto al polo Q.
Esercizio 40. Si fissi un sistema di riferimento ¥ = Oejeses. Si consideri un

cono finito omogeneo di massa m, con raggio di base R e semiapertura o, il cui
vertice ¢ incernierato nell’origine O di 3.
"

Assumendo che il cono ruoti attorno all’asse Oeg con velocita angolare costante
wés, mantenendo una delle sue generatrici su quest’asse (vedi figura), determinare
il momento risultante delle forze che agiscono sul cono rispetto al suo vertice O.

Esercizio 41. Si fissi un riferimento Oxyz con asse Oz verticale ascendente e si
consideri il sistema meccanico costituito da una sfera piena omogenea di massa m
e raggio v che puo rotolare senza strisciare sul piano Oxy. Sul sistema agisce la
forza di gravita, di accelerazione g.
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1. Usando le equazioni cardinali della Dinamica descrivere il moto del baricentro
B della sfera e la reazione vincolare ® esercitata sul punto della sfera P a
contatto col piano Oxy.

2. Si risponda alla domanda del punto precedente assumendo stavolta che l’asse
Oz sia inclinato di un angolo o € (0,7/2) rispetto alla verticale e che Oy
abbia la direzione di massima pendenza.



Capitolo 10
Le equazioni di Lagrange

Introduciamo i vincoli ideali e le equazioni del principio di D’Alembert, dalle quali ri-
caviamo le equazioni di Lagrange, ad esse equivalenti. Vediamo poi come si possono
scrivere le equazioni di Lagrange in presenza di forze generalizzate conservative, cioe
quando esiste un’energia potenziale, anche generalizzata.

10.1 La matrice cinetica

Consideriamo un sistema di N punti materiali P,..., Py di masse mq,...,my,
soggetti a vincoli olonomi con varieta delle configurazioni C;, che puo dipendere
dal tempo ¢. Introduciamo per ogni istante ¢ un sistema di coordinate locali su C;:

R" > q — x(q,t) € C, C R,
con X = (x1,--.,xn) dove x; € R3 sono le coordinate cartesiane di P;.

Proposizione 60. L’energia cinetica T' é una funzione quadratica delle velocita
lagrangiane q. In particolare

T = T(q7 q'a t) = T2<q7 q'a t) + Tl(q7 q7t) + TO(qJ t)?

dove T; e omogenea di grado © nelle variabili q. Inoltre Ty = %q - A(q,t)qg, in cui
la matrice A(q,t) é simmetrica e definita positiva.

Dimostrazione. Introduciamo la matrice diagonale di ordine 3N
M:diag{mlymlamla"'7mN7mN7mN}7 (101)

in cui ogni massa m; dei punti del sistema appare tre volte sulla diagonale. Sia

inoltre
ox

. —~ Ox .
el (‘9qh 8t

189
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il vettore di R?*" che rappresenta le velocita possibili degli N punti. Con questa
notazione l’energia cinetica si scrive

1 1
r = §ij|’0j|2=§v'M’U:

7=1
l/=0x. Ox " Ox . Ox
_ - a9 AN oM = T +T7 + T,
2<h:1 qth+8t) <;akq’“ at> 2+ 41+ o,
con
I . . 1ox . Ox
Ty, = 5‘1'14((17?5)(1; 11 =b(q,1) - q, To—ﬁg’ ET

dove A = A(q,t) ¢ una matrice simmetrica, detta matrice cinetica, con coeffi-
cienti

0 0
apr = X M—X, h,kzl,...n,
th Iqr,
e b =Db(g,t) & un vettore, con coefficienti
Ix .9x
b, = =—= -M—=— h=1,....,n.
" oq, ot el

Mostriamo che la matrice cinetica A ¢ definita positiva.
Sia w = (uy,...,u,)" € R" con u # 0. Allora

u-Au = Z aqh 6_%UhUk (Z aqh > (Z (9_qkuk>

h,k=1

infatti M e definita positiva e, se u # 0, si ha

Z o 7
ox

poiche i vettori FPRRRRR 3Tx sono linearmente indipendenti.
n

Osservazione 40. Nel caso di vincoli fissi si ha semplicemente

1. )
T="1T= 5‘1 : A(Q)‘L

cioe ’energia cinetica € una forma quadratica omogenea nelle velocita lagrangiane.
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Esempio 21. Calcoliamo la matrice cinetica per il sistema meccanico piano com-
posto da un disco omogeneo di massa M e raggio r e da un’asta omogenea di
massa m e lunghezza 2¢. 1l disco puo rotolare senza strisciare sull’asse Ox di un
riferimento » = Ozy nel piano del moto e ’asta ha un estremo incernierato nel
baricentro B del disco.

&V

Sia G il baricentro dell’asta. Le coordinate della posizione e della velocita di
B e G sono date da

Tp = se; + re,, ro = (s+ lsing)e; + (r — Lcosp)es,
vp = $eq, v = (§ + lpcosp)er + (psin pes.

Calcoliamo adesso 'energia cinetica del sistema. Le velocita angolari del disco e
dell’asta sono rispettivamente

S )
wWq = —;63, W, = pes

ed i loro momenti principali rispetto agli assi Bés e Gé3 sono

1 1
I =-Mr? 1§ = -mi>

2 3
Usando il teorema di Konig si ottiene
1 1 1 1
T = §M|UB]2 +gwa- Hwy + §m|vg\2 +5Wa Lw,
173 A (10.2)
=5 (<§M + m) 2+ §m€2¢2 + 2m/ cos cpSgb) ,

quindi la matrice cinetica e

As,p) = {

gM +m mlcosy
mlcosyp  ml* |’
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che e definita positiva in quanto i determinanti dei minori principali

3 4
§M +m, det A = 2Mme? + m>* <§ — cos® gp) >0

sono positivi.

Osservazione 41. Nell’esempio precedente le dimensioni delle componenti della
matrice cinetica non sono le stesse poiché s ha le dimensioni di una lunghezza e
l’angolo ¢ € una coordinata adimensionale.

10.2 Vincoli ideali e principio di D’Alembert

Definizione 32. Diciamo che i vincoli olonomi considerati sono anche ideali se
il vettore delle reazioni vincolari (®4, ..., ®x) che essi possono esercitare sugli N
punti del sistema in una qualunque configurazione x € C; ad un istante qualunque
t, sia che i punti siano in quiete che in movimento, soddisfa ad ogni istante la

relazione
N
Z (I)j "V = 0
j=1
per ogni scelta del vettore delle velocita virtuali v = (vy,...,vy) € TpCy.

Osservazione 42. [ vincoli senza attrito o di puro rotolamento sono esempi di
vincoli ideali.

Sia t — x(t), * = (x1,...,xy) una qualunque soluzione delle equazioni di
Newton
m;a;(t) = Fj(x(t), z(t),t) + P,(1), j=1,...,N.

Assumendo che i vincoli siano ideali possiamo scrivere

>~ (s (1) = Fy(@(t), @(1), 1)) - v; = 0, (10.3)

j=1

per ogni scelta del vettore delle velocita virtuali v = (vq,...,vy) € Tr@)Ci. Se
queste equazioni sono soddisfatte diciamo che il sistema meccanico soddisfa il
principio di D’Alembert.

Poiché i vettori

g_z(q(t),t), o g—;(q(t),t)

formano ad ogni istante ¢ una base di Ty )C;, dove

x(t) = x(q(t),t), (10.4)
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le equazioni (10.3) sono soddisfatte se e solo se

Z(mjséj(t) - F}(:c(t),:b(t),t)) . %(q(t),t) —0, h=1,...,n. (10.5)

Le equazioni (10.5) sono equazioni pure, cio¢ non vi appaiono le reazioni vinco-
lari. L’incognita e la curva q(t), infatti usando la relazione (10.4) abbiamo

#(1) = Y SX (@), 0an(0) + X(alt),

(a(t), D)in(£)de (1 (10.6)

dove abbiamo assunto che x sia di classe C?.
Consideriamo le forze generalizzate!

N
OX
=N Fi(x, v, 1) 22X h=1,....n 10.7
EDILCRLE (107

con

. 0 .0
v=0(a.4.0) = 5 (a.0d + 5(a.0)

Osserviamo che (10.7) corrisponde alla (8.8), introdotta nel caso di vincoli fissi e
forze indipendenti dal tempo. Utilizzando le forze generalizzate possiamo scrivere
le equazioni (10.5) del principio di D’Alembert come

> om0 a0, = Qula®d0.0.  h=lon (103

In generale, nel calcolo delle ), non possiamo sostituire al sistema di forze
applicate {(F}, P;)}; un qualunque sistema ad esso equivalente. Ad esempio, nel
caso del problema dei 2 corpi si ha un sistema di due forze equilibrato, che &
equivalente al sistema nullo, ma considerando il sistema nullo si ottiene un altro
problema.

'tra le Fj ci sono anche le forze interne: non importa che il sistema delle forze interne

FY P sia equilibrato perché in (10.7) non appaiono solo R, NY) come nelle equazioni
{(F;7, Py)}; staeq p pp 0 q
cardinali.
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Pero nel caso di un corpo rigido eventualmente soggetto ad altri vincoli indi-
pendenti dal tempo questo ¢ possibile, infatti, per j =1,..., N, si ha

X;(q,t) = xo(q,t) + R(q, t)x]

con g € R? 1 <d <6, per cui

ox; _ xor , OR
gy, oqp, oqp, a

Derivando rispetto a ¢, la relazione RRT = I si trova che la matrice

e antisimmetrica, quindi possiamo scrivere

ox;  Oxo (h) , _ Oxor h
—= = ———+w'" X Rz’ = +w® x (x; = x0),
A, A ! A, (i )
dove w™ = wM(q) & il vettore associato ad Q) tramite la relazione
Oy = wh x u, Vu € R3.

Quindi, se {(F}, x;)}; sono le coordinate del sistema di forze applicate ai punti del
corpo, si ha

) Oxo
ZF IXi _ R.ZXO L No - w®,
oqn qn

cioe @)y, dipende solo dalla risultante R e dal momento risultante Ny delle forze e
dunque possiamo sostituire al sistema di forze applicate al corpo rigido un sistema
ad esso equivalente.

Esempio 22. Calcoliamo le componenti lagrangiane @,...,Q, della forza di
gravita nel caso di un sistema vincolato di N punti materiali Py, ..., Py di masse
mi,...,my. Se ¢ = x;(q,t) € R* rappresenta ad ogni istante ¢ il vettore delle
coordinate in R? del punto P; in funzione delle coordinate lagrangiane q, si ha

N Ix 5
_ J
Qn = § (=mjges) - 90, 9 g (;1 ijj)

j=1
0 aXB
= —gé3r o—mxp = —mges - ——,

gy,
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dove
T
= Z ;X
m =
fornisce le coordinate del baricentro B del sistema ed m = Zjvzl m; ¢ la massa
totale. Quindi, nel caso della forza di gravita si puo sostituire il sistema di forze
applicate {(—m;ges, P;)}; con un’unica forza —mges applicata al baricentro B.

Nel caso dei corpi continui le forze generalizzate sono definite dalle relazioni

n(q, 4t /qu,tw X(q,tw)d h=1,....,n (10.9)

dove x’ sono le coordinate dei punti del corpo in un riferimento solidale ¥’ ed f e
una distribuzione continua di forze agenti sugli elementi materiali che costituiscono
il corpo.

Esempio 23. Consideriamo un’asta omogenea di massa m e lunghezza 2¢ che si
pud muovere in un piano Oxy, con un estremo incernierato nell’origine O. As-
sumiamo che tale piano ruoti uniformemente attorno all’asse Oy con velocita an-
golare costante weés. Usando come coordinata lagrangiana I'angolo 6 che l'asta
forma con la direzione verticale calcoliamo la componente lagrangiana (g della
forza centrifuga.

La densita di massa dell’astae A = 2

57+ O¢ T ¢ una coordinata lungo I'asta si ha

%
0;

o0 a9

F0;7) = —dwey x (€3 X X) = \w*(x - €1)e; = \w’rsinfe;.

x(0;7r) = rsinfe; — rcosbes, r) = rcosfe; + rsinfes,

Si trova che
2
2 . 4 5 5 .
Qo = / fo;r) —dr—/\w / r SmOCOSOdT:§m€w sinf cosf. (10.10)
0

Osserviamo che il trinomio invariante del sistema delle forze centrifughe ¢ nullo
(tutte le forze sono parallele), quindi tale sistema ¢ equivalente alla sola risultante
R delle forze centrifughe applicata ad un punto dell’asse centrale. Le coordinate
di R nel riferimento Oxy sono date da

20 2
R = fO;r)dr= / \w?rsin § dre; = mw*{sin fe;.
0 0

Un punto @) dell’asse centrale & dato dalla relazione

Q—O RXNo,

IRI2
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dove Ny ¢ il momento delle forze centrifughe rispetto all’origine O. In coordinate
nel riferimento Ozy si ha

2 20
Ny = / x(0;7) x f(0;r)dr = )\wQ/ (x-e1)x X ey dr
0 0

20
4
= \w? / r?sinf cosf dres = gmoﬂé? sin 0 cos fes.
0
Le coordinate del punto () sono quindi
4
T = —gﬁ cos fe,.

In particolare possiamo considerare il punto (', dove I'asse centrale incrocia ’asta,
di coordinate

xy = Xxo(0) = %f(sin fe; — cosfes).

Esercizio 42. Verificare che nell’Esempio 23 possiamo utilizzare il sistema equi-
valente (R, Q") per calcolare Q.

Osserviamo anche che il baricentro B dell’asta, di coordinate
x5(0) = {(sinfe; — cosbe,),

non ¢ un punto dell’asse centrale e se sostituiamo (R, B) al sistema di forze
centrifughe otteniamo un risultato sbagliato:

x5

00
Esempio 24. Consideriamo un disco omogeneo di massa M e raggio R che puo
rotolare senza strisciare sull’asse Ox di un piano Oxy. Assumiamo che tale pia-
no ruoti uniformemente attorno all’asse Oy con velocita angolare costante weés,.
Usando come coordinata lagrangiana 1’ascissa s lungo ’asse Ox del baricentro B
del disco, calcoliamo la componente lagrangiana della forza centrifuga.

= ml%w? sin 6 cos b.

R-

La densita di massa del disco ¢ o = . Se (r,0) sono coordinate polari per il
disco centrate in B si ha
0
x(s;7,0) = (s+rcosf)e; + (R + rsinf)es, a—x(s; r,0) = e,
s

f(s;r,0) = —ow?ey X (es x x) = o'w2<x -e1)e;

Si trova che

/ /fsr@ (sr@)drd@—aw/ / (547 cos@)rdrdd = mw?s.
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Esercizio 43. Dimostrare che nel caso dell’Esempio 24 il baricentro B del di-
sco appartiene all’asse centrale, quindi possiamo sostituire al sistema di forze
centrifughe il sistema (R, B), dove R ¢ la risultante di tali forze.

10.3 Equazioni di Lagrange

Proposizione 61. Assumiamo che la mappa q — x(q,t), che a ogni ogni istante
t fornisce coordinate locali sulla varieta delle configurazioni C;, sia di classe C?.
Una curva t — q(t), parametrizzata col tempo, soddisfa le equazioni del principio
di D’Alembert (10.5) se e solo se essa soddisfa?

d oT

oT
—_—— 7,4,t) — — 7, 1) = 7,1 h=1,....n. 10.11
dt aqh (qaq7qa ) 8(]h (qaq7 ) Qh(q7q7 )7 ) y ( 0 )

Le (10.11) rappresentano una forma delle equazioni di Lagrange.

Dimostrazione. Le equazioni del principio di D’Alembert si possono scrivere

Mi- X _0, h=1...n (10.12)

dqn

dove & ¢ data da (10.6) ed M & la matrice delle masse definita in (10.1). Verifichia-
mo che lungo le curve t — g(t), rappresentative delle curve ¢t — x(t) = x(q(t), 1),

s ha 40T T 9
s X

_—— = €T - ,
dt 0q,  Oq oqn

Consideriamo l’energia cinetica T' = %’U - Mwv, con

h=1,...,n. (10.13)

: ox. 0
U:U<q7q7t) _Za_thQh_F_X

Per h=1,...,nsi ha

or  Ov Ix
= 27 M )
dgn  Oqn Y Iqn

Znell’equazione differenziale (10.11) si intende che

dé)Tz":< T . o*T > o*T

— e = : + = + —.
dt 04, 2=\ 0qrdgn ™ " 040 ) " 010,
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poiche
v _x
o4n  Oqn’
quindi
d
dOT A OX o, OX v
dt 8qh dt 8qh 8qh dt
in cui
dv "/ 0v ov ov
a ;(a_qth + a_q.th> + Ers
Inoltre si ha a7 9
v
— =— M.
Oqn  Oqn

Dalle relazioni

d Ox :z":fﬁx . O
0

dt gy, ~ Dqr0qn otoqy’
ov . Px . 0*x
0 2w goa T gt
qn = 9900 qnot

scambiando 'ordine di derivazione si ottiene

d Ox Ov
— A 7 10.14
dt 8qh aqh’ ( 0 )

per cui

dor 0T  0Ox Mdv
dt 6qh 8qh N 8qh dt ’
. . . . L dU
Si conclude osservando che lungo le curve t — ¢q(t) si ha @ = v e quindi & = E.D

Osserviamo che le (10.11) si possono scrivere come sistema di equazioni diffe-
renziali del primo ordine in forma normale. Infatti, dalla relazione

. 1. ) )
T(q,q,t) = 54 A(q,t)g + b(q,t) - 4+ c(q, 1)

si ottiene
VyT(q,q,t) = A(q,t)q + b(q, 1),

dunque le equazioni di Lagrange si possono scrivere

Alq.t)g = F(q.4,1), (10.15)
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con
FoQiv,r- g
at *dt’
dove
or  OTN\T 9T 1. QA  0b . Oc
T = (i) a2t a4 Gy
dA  ~0A. 04 db  ~0b . Ob
o h:la_q}lqh—i_a’ %;a—h%—i-a-

Poiché la matrice cinetica A ¢ invertibile, introducendo la variabile v € R" le
(10.15) si possono scrivere come sistema del primo ordine in forma normale:

q = ’U’
{ o= A-(q.t)F(q,v,1). (10.16)

10.4 Forze conservative e lagrangiana

Definizione 33. In un sistema di equazioni di Lagrange della forma (10.11) le
forze generalizzate QQq, . .., Q, si dicono conservative se esiste una funzione V =

V(g,t) tale che

oV
Qn=——, h=1,...,n.
Iqn
La funzione V' si chiama energia potenziale delle forze Q.
Se il sistema di forze Fj,..., Fy & conservativo con energia potenziale V(x),
cioe si ha

F; = Fj(x), —VgV(z)=Fjx), j=1,...,N,

allora possiamo scegliere
Vigt) = V(x(q:1)),

infatti
oV B 5% L OX;
N O,
. ) . J _
- ;ZI:F?(X(qat)) th (qat) - Qh(q7t)

Nel caso di un sistema lagrangiano conservativo possiamo scrivere le equazioni
(10.11) nella forma

——— =, (10.17)
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dove la funzione

si dice lagrangiana, o funzione di Lagrange. Infatti in questo caso si ha

dor or ov

per cui

Esempio 25. Consideriamo un sistema meccanico costituito da un disco e da
un’asta come nell’Esempio 21. Assumiamo anche che sul sistema agisca la forza di
gravita, di accelerazione ges, ed una molla di costante elastica & > 0 e lunghezza
a riposo nulla che collega 'estremo libero A dell’asta all’asse Oy mantenendosi
sempre parallela ad Ox.

L’energia potenziale delle forze attive ¢ data da

1
V(s,) = MgR+ mg(R — {cos ) + 51{:(3 + 20 sin )2

Tenendo conto dell’espressione dell’energia cinetica calcolata in (10.2) e trascuran-
do le costanti additive si ha

3 2 1
L=T-V = <ZM+ %>52+§m€2¢2+m€c03 wS$p+mgl cos p — 5/{:(3—1-258111 ©)?,
per cui
oL 3
— = (—M + m)s + ml cos pp,
05 2
oL
i —k(s + 20sin p),
OL 4
a_gb = ngng + ml cos s,
oL L : :
0= —msin psp — mglsin o — 2k(s + 20 sin )L cos .
¥

Concludiamo che le equazioni di Lagrange sono
3 . . .9 . .
(§M + m)s — mlsin p” + mlcos pp + k(s + 20sinp) = 0,

4
§m€2gb + ml cos p§ + mgl sin ¢ + 2k(s + 2¢sin @)l cos p = 0.
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10.5 Lagrangiane equivalenti

Vale il seguente risultato

Lemma 3. Sia F(q,t) una funzione di classe C* e sia

Za—qu—

%%(i—f) 8ih(dF):O, h=1,...,n.

Dimostrazione. Osserviamo che

Allora si ha

9 (ﬂ) _oF
8q’h dt - 8qh’
per cui
d 0 (dF doF < 0°F . 0°F
9, () = g, = 2 5 Gioy
Inoltre

o (dF ", 9?F . O*F
aqh < > ; 0G0 @+ Oqnot

Si conclude usando la regolarita di F'.

L]
Siano L(q,q,t), F(q,t) funzioni di classe C?. Se definiamo
dF
L=cL+ — 10.18
cL+ o ( )
con ¢ # 0 costante e
OF 8F
Z ingyo

allora, dal Lemma 3 segue che L e E deﬁmseono le stesse equazioni di Lagrange.

Esercizio 44. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxz con
asse Oz verticale ascendente e si consideri un triangolo rettangolo ABC' di altezza
h, con angolo retto in A e angolo o in B, il cui lato AB scivola sull’asse Ox con
legge oraria A(t) = (s(t),0), dove s € C*(R;R) ¢ una funzione nota del tempo. Sul
triangolo puo rotolare senza strisciare un disco omogeneo C di massa m e raggio
R. Sul disco agisce la forza di gravita, di accelerazione g. Usando come coordinata
lagrangiana ’ascissa q del punto di contatto P tra disco e triangolo sul lato BC
del triangolo
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i) scrivere la lagrangiana L del disco relativa al sistema di riferimento Oxz e
la lagrangiana L' relativa a un sistema solidale al triangolo;

it) trovare una funzione F(q,t) tale che

d
L—1+%F
T

10.6 Covarianza delle equazioni di Lagrange

Verifichiamo che la forma delle equazioni
——— = —=0. (10.19)

resta la stessa se operiamo un cambiamento di coordinate.

Proposizione 62. Consideriamo un sistema lagrangiano definito da una funzione
L(q,q,t). Sia q — @(q) un cambiamento di variabili di classe C?. Allora q(t) é
una soluzione delle equazioni di Lagrange per L se e solo se Q(t) = ¢(q(t)) é una
soluzione delle equazioni di Lagrange per

£Q.Q.0=L(¢(@. 5 (QQ:t).

Dimostrazione. Abbiamo che

OL 0 (\=0pp' o\~ 0L dg;!
8Qh Z A Q) <Z 0Qy QE) N Z G, 0Qn

per cui

Loe  Sagml S0 ey

Inoltre

0L N OL gy 0L 0 -
aQn Zaqk 901 Zaqkaczh@ > Qé)‘

B OL 0yp; " —~ Py
- Z O 365h Z Oy <Z 8QhakQé )
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Usando il fatto che ¢! & di classe C? si ottiene

0 15) 0 0 01— _
im0 (G- )

dove

]

Esercizio 45. Trovare come cambiano la Proposizione 62 nel caso di un cambia-
mento di coordinate dipendente dal tempo.
10.7 Energia potenziale generalizzata

Diciamo che le componenti lagrangiane delle forze (), ammettono un’energia po-
tenziale generalizzata se esiste una funzione V(q, g, t) tale che

Qn= - — =\  h=1,...,n (10.20)

Se esiste una tale funzione V', allora definendo L = T'—V le equazioni di Lagrange
(10.11) si possono scrivere nella forma (10.17). Notiamo che, se esiste V' che
soddisfa (10.20), allora si ha

Vi(g,q.t) = Vo(a,t) + Vi(g, 4. 1), (10.21)
con V; omogenea di grado i (i = 0,1) nelle q, infatti per ogni h =1,...,n si ha
dov oV 0%V 0%V 0%V oV
aeor 9 e k) + o — — = Qh.
dt g, Oa ,Z;(aqkaqh T 9dn0dn i o0 oo

Poiché le forze attive Fj agenti sui punti del sistema, che appaiono nelle Q)},, posso-
no dipendere solo dalle loro posizioni e velocita e dal tempo, si ha necessariamente

82
(g.4,t) =0, hok=1,...,n (10.22)

AdrOqp,
Allora, integrando due volte la (10.22), si ottiene

V(g,q.t) = a(q,t)-q+Vi(q,t), (10.23)
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per certe funzioni a = (ay,...,a,) e Vp. Se le componenti lagrangiane @), delle
forze ammettono un potenziale generalizzato, allora dalle (10.20), (10.23) si ottiene
: . Oa
dove B(g,t) € una matrice antisimmetrica con coefficienti
By = 00 _ Otk
Oqr  Ogn
infatti
dov oV 2": rv .V vV
dtdg, g Oadin " tdin  an

B i(@ah aak>_ dap, OV

+ =20
dgr  0qn) ™ T 0t~ oy

Proposizione 63. Le forze apparenti agenti su un punto materiale P di massa m
ammettono l’energia potenziale generalizzata

1
V' =mdo - (P—0') — §m|d5 X (P=O) —m&x (P-0)-9, (10.24)
Scrivendo 1 vettori in coordinate nella base B si ha
1
V' =mago - Rq — §m|w x Rq|* — mw x Rq - Rq, (10.25)

in cut q é il vettore delle coordinate cartesiane di P—O' nella base B ed R = (R;;)
con Ri]’ = é; . éz

1mostrazione. nsideriamo un punto materi im m 1 muove libera-
D t Consideriamo to materiale di massa m che s ove libera
mente in R3 e sul quale non agiscono forze attive in un riferimento . Prendiamo
. o ) . L , e
poi un altro riferimento »’. La differenza delle energie cinetiche, 7" nel riferimento
37 e T nel riferimento Y, ci fornisce un’espressione per 'energia potenziale delle
forze apparenti che agiscono su un punto materiale di massa m. Per dimostrarlo
basta scrivere le equazioni di Lagrange di prima specie per il punto materiale in
Y ed in X, utilizzando le stesse coordinate lagrangiane. Si ha
d o,, 0 d 0 0

— T — —T =0Q, ———T ——T=0 h=1,...
dt 8qh 8qh Qh’ dt 0qh 8qh ’ ’ Al

dove @)}, sono le componenti lagrangiane delle forze apparenti. Per differenza si ha

d@TTE?

_ /I _ ' —_ _
dtaqh< 8qh(T T)=Q, h=1,....n.
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Notiamo che i termini quadratici nelle velocita lagrangiane q spariscono, infatti

1 1
T/ - T = §m]q|2 — §m”l)0/ 4+ w X Rq -+ Eiq‘2 =
1 1
= —§m|vO/|2 - §m|w x Rq|* — mvo - (w x Rq + Rq) — mw x Rq - Rq

quindi possiamo scegliere V' =T — T
1

Utilizziamo adesso il Lemma 3. II termine 5m|vo

del tempo e puo essere tralasciata. Inoltre si ha

d ~ . :
%(’UO/ . Rq) = aop’ - Rq + vor - (Rq+ RQ) = aop - Rq+'vo/ . (w X Rq+ RQ),

per cui possiamo sostituire

|? & una funzione nota solo

—muvo - (w X Rq + RQ)

con

d
mao - Rq — ma(vol - Rq)

e trascurare il secondo termine perché e una derivata totale di una funzione di
(g, t). Infatti se

~ d
=V+=F
MR
dove F' = F(q,1), e si ha
dov_ov_
dt 0g Oq ’
allora vale anche ~
dov_ov_,
dtdg oq
La dimostrazione e la stessa fatta per le lagrangiane equivalenti nella Sezionel0.5.

]

Osservazione 43. In generale, nelle (10.24), (10.25) non si riesce a distinguere
tra i termini relativi alle forze di trascinamento e quelli della forza di Coriolis.

Proposizione 64. Nel caso particolare in cui & é costante possiamo definire se-
paratamente un’energia potenziale per le forze di trascinamento —mdgo, —mw X
(@ x (P—0), eperla forza di Coriolis —2mw x v'.

Dimostrazione. Consideriamo un punto materiale di massa m con posizione P—0’,

velocita ¥’ e accelerazione @’ relative a Y/, rappresentate dai vettori q,q, g € R?

nella base B’. Sia inoltre w il vettore delle coordinate della velocita angolare in B.
Usiamo il risultato seguente
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Lemma 4. Se w ¢ costante, esiste una matrice costante di rotazione Ry tale che
RoR'w = w, (10.26)
dove R = R(t) ¢ la matrice di cambiamento di base da B' a B.

Dimostrazione. Se il vettore & & costante in X allora & costante anche in Y. Sce-
gliamo Ry = R(0). Consideriamo il sistema di riferimento X" = O’ééjés, i cui

versori € sono rappresentati in B da
en(t) = Ryey(t),  h=1,2,3.

Poiché vale e}, (0) = Ryep, si ha e} (0) = ey, per h =1,2,3.
Il vettore & & anche la velocita angolare di X" rispetto a 3, quindi & & costante
anche in ¥”. Le coordinate w” di & nella base B” sono date da RyRTw; si ha

dunque

d
E(RORTw) =0, RR"0w=w,

da cui segue la (10.26).
[

Nel seguito assumeremo per semplicita che Ry = I, cioe che al tempo ¢t = 0
lorientazione del riferimento ¥’ coincida con quella di . In questa ipotesi, la

(10.26) si puo scrivere come
Rw = w. (10.27)

Siano q le coordinate cartesiane di P in Y. Per ciascun termine F' delle forze
apparenti cerchiamo una funzione V' tale che

dov oV P X

i S e 10.28
woq  og - =T By (1028)
con?
x = x(g.t) = R(t)q,
per cui
ox
a—qh = Reh = 6;1,
e la (10.28) diventa
dov v ,
—_—_ = F - €.
dt 0q,  Og

Quindi al membro destro delle (10.28) dobbiamo ottenere le componenti delle forze
apparenti nella base B’.

3x rappresenta il vettore P — O’ nella base B.
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La forza di trascinamento dovuta al moto di O’ &
Er = —mféof.

Tale forza ammette ’energia potenziale

V(1) = mior - Ra, (10.29)
infatti 9
—a—thtr = —m&o - Re, = Fy, - €),.
La forza centrifuga e
Fopty = —mw X (w X Rq).

Tale forza ammette ’energia potenziale

1 1
Veenir(@,1) = —5mlw x Rq|” = —omlw x g, (10.30)

in cui abbiamo usato (10.27) ed il fatto che R ¢ un’isometria. Infatti

- 8‘/::entr
Iqn

= mMwXq-wxe,=—mwxX (wxq)- e,=
= —mw X (w x Rq) - Rep, = Feepyy - €),.

La forza di Coriolis e
FC’or = —2mw X Rq

Tale forza ammette ’energia potenziale generalizzata

VCor(qv q7t) = mw X Rq : Rq = Mmw X q - q. (1031)
Infatti
a‘/Cor . . ’
=mw X q-e, =mw X Rq - e,
Oqn
d 8ch~ d ( % )
— = m— w-ep) =
it dq, at 1 h
= mgxw- e, =—mw X Rq-e|,
per cui

d aVvCor aVCO’I‘ . / /
N J— sy —2 R . = F or ° .
di aqh 8qh mw X [nq - ey C €
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Osservazione 44. Dalle espressioni a destra nelle (10.30), (10.31) si vede che in
realta queste energie potenziali non dipendono dal tempo.

Consideriamo un sistema di N punti materiali Py,..., Py e assumiamo che
su di essi agiscano delle forze Fj(x,x,t) che ammettono un’energia potenziale
generalizzata, cioe che esista una funzione V(x, &, t) tale che

d
i

Se il sistema di punti e soggetto a vincoli olonomi con varieta delle configurazioni
C; e a ogni istante ¢ la mappa

Vi, V) — Vi,V = Fj, j=1,...,N.

g+ x(q,t)
rappresenta una parametrizzazione locale di C;, allora la funzione
Vig.q,t) =V(x(q,t),v(q,q,1),t)

¢ un’energia potenziale generalizzata per le forze agenti sul sistema vincolato,
infatti per h=1,...,n si ha

dov. oV d ov _ d s o0v ax B ov
dtoq, Oq dt(v V) aqh+v””v dt(@qh> VeV Aqn VsV Oqn
_ d ax B 8_1)
an .
= F 5 ,t ,t ‘. = ) at )
Z v(g,4,1)1)- 5 = Qu(@:4.1)

dove abbiamo usato le relazioni
dv  Ox dox\ Ov
%o @\ou) =
Esempio 26. Calcoliamo l'energia potenziale della forza centrifuga per il sistema
dell’Esempio 23. Si ha

2w 4
V(0) = /0 —5)\‘0.)62 X X\er,

dove

A\ = 2%7 x(0;7) = 2r(sinfe; — cosfesy), r € [0,2/],

sono rispettivamente la densita di massa dell’asta ed il vettore delle coordinate di
un generico punto dell’asta. Quindi

Lo %5 2 92
V(f) = —=Iw resin® 0 dr = ——mw"¢*sin” 0.
2" |, 3
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Si verifica facilmente che
v,
o0 — &,
in cui la forza generalizzata @)y ¢ data dalla (10.10).

Esempio 27. (Problema dei tre corpi ristretto circolare piano in un sistema di
riferimento ruotante) Consideriamo un punto materiale P di massa u che si muove
in un piano sotto l'azione della forza di attrazione gravitazionale prodotta da due
punti materiali P, P, di masse mq, mo molto piut grandi di p. Assumiamo che
il moto di P; e P, non sia influenzato dalla presenza di P e che questi punti si
muovano nello stesso piano di P su orbite circolari, soluzioni del problema dei due
corpi, centrate nel loro baricentro O. Consideriamo un riferimento ¥ = Ouzyz,
dove Oxy ¢ il piano del moto dei punti considerati. Sia d la distanza |P; — Ps| e
G la costante gravitazionale di Newton. Possiamo scegliere le unita di misura in
modo che
dzl, m1+m2:1, G=1.

Poniamo m = my e consideriamo un riferimento X' = O&n(, che si muove rispetto
a > in modo che O( = Oz e la direzione del vettore P, — P; corrisponda a quella
dell’asse O¢ (vedi figura). La velocita angolare di ' rispetto a ¥ & & = wég, con
é; perpendicolare al piano del moto, e con le unitd di misura scelte si ha*

w=1.
Inoltre, usando 'integrale del centro di massa, si ha
|P1—O|:m, |P2—O|:1—m

Siano q = (£,1,0) le coordinate del punto P nel riferimento ¥'. L’energia poten-
ziale per unita di massa p delle forze che agiscono su P e

(1 —m) m 1 9 ,
V — — — —|w X —w-qXx
P_P| |P_ B 5l xd 174
(1 —m) m

= - —%(§2+n2)—(§ﬁ—n€)-

JErmE iR e e

10.8 Funzione di dissipazione di Rayleigh

Dato un sistema di N punti materiali dividiamo le forze attive in due categorie,
quelle che ammettono un’energia potenziale generalizzata V' e quelle che non la

4per dimostrarlo basta usare la terza legge di Keplero.
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ammettono. Possiamo scrivere le equazioni di Lagrange nella forma

d oL 8L

— h=1,... 10.32

dove L = T—V e @)}, sono le componenti lagrangiane delle forze che non ammettono
energia potenziale. Se le (0 sono prodotte da forze dissipative della forma

F, = —kv,, j=1,...,N

dove ¥; sono le velocita dei punti P;, consideriamo la funzione

1 N
R=k pEAk
j=1

e la funzione composta

R=Row, (10.33)

dove v = (vy,...,vN) e v; = vj(q, q,t) sono le velocita dei punti del sistema in
funzione delle posizioni e velocita lagrangiane.
Osserviamo che si ha
OR

F.=__=
J 8'vj’

per cui le forze generalizzate si scrivono

ax OR Ox; Y oRov;, OR
— F J A — g = -
@n = ; ) Z < 0v; dgy £ Ov; D dan,

In questo caso le (10.32) diventano

dor or o
dt 0¢,  Oqn  Oqn ’

La funzione R si chiama funzione di dissipazione di Rayleigh.

10.9 Esercizi

Esercizio 46. 5i fissi un sistema di riferimento ¥ = Oxyz con asse Oz verticale
ascendente e si consideri un riferimento X' = O'z'y'z" con O’ che si muove di moto
circolare uniforme nel piano Oxy con legge oraria xor = 1 cos(wt), yor = rsin(wt),
zoo = 0, w # 0 costante. L’asse O’z ¢ sempre parallelo a Oz e 'asse O'x’

orientato come O — O (vedi figura). Nel riferimento ¥ si consideri un pendolo
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sferico formato da un punto materiale P di massa m sospeso ad O tramite un’asta
di lunghezza ¢ e massa trascurabile. Sul pendolo agisce la forza di gravita, di
accelerazione g. Si usino come coordinate lagrangiane l’angolo 0 che P — O’ forma
col piano O'x"y’ e l’angolo ¢ che la proiezione di P—O" su O'x'y’ forma con [’asse
o'z’

(i) Scrivere l’energia potenziale generalizzata delle forze apparenti che agiscono
su P nel riferimento ¥';

(ii) scrivere la lagrangiana del sistema.
Esercizio 47. Si fissi in R® un sistema di riferimento inerziale ¥ = Oxzyz. Un
punto materiale P di massa m puo muoversi su una superficie sferica liscia S di
raggio R che ruota attorno all’asse Oz con velocita angolare costante & = wes.

Si consideri il riferimento X' = Ox'y'2’, solidale a S, con Oz’ = Oz. Trascurando
la forza di gravita si studi il moto di P nel riferimento ¥’ usando le coordinate

0,p) € (—7/2,7/2) x S definite da
2= Rcosfcosp, 9y = Rcosfsing, 2z = Rsinf .
In particolare:

i) si scriva Uespressione delle forze generalizzate Qg, Q, relative alle forze ap-
parenti;

i) si trovi ’energia potenziale generalizzata delle forze apparenti;®
iii) si scrivano le equazioni di Lagrange del moto del punto.

Esercizio 48. Si fissi un sistema di riferimento Oxyz con asse Oz verticale ascen-
dente e si consideri il sistema meccanico descritto in figura composto da un disco

%si ricordi che se il punto P si muove liberamente in R? l’energia potenziale della forza di

Coriolis ¢ mw X g - q, con g = (z',y/,2'),w = (0,0,w).
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omogeneo di massa m e raggio v che rotola senza strisciare su una guida circolare
di raggio R = 2r centrata in O e giacente nel piano Oxy. Il disco si puo inclina-
re durante il suo moto, ma la retta tangente alla guida nel punto di contatto col
disco resta sempre nel piano del disco. Sul sistema agisce la forza di gravita, di
accelerazione g.

Chiamiamo B il baricentro del disco e P il punto di contatto fra disco e guida.
Usando come coordinate ’angolo o che il segmento OP forma con l’asse Ox e
l’angolo (B che il segmento PB forma con la direzione vericale,

(i) scrivere la velocita angolare del disco;

(11) scrivere la lagrangiana del sistema e le equazioni di Lagrange.



Capitolo 11

Simmetrie e integrali primi

Studiamo la relazione tra I'invarianza di una lagrangiana per una famiglia ad un parame-
tro di trasformazioni e l’esistenza di integrali primi del sistema di equazioni di Lagrange
associato.

11.1 Variabili cicliche

Consideriamo il sistema lagrangiano
——— =0 h=1,....n (11.1)

definito da una funzione di Lagrange L(q, q,t) di classe C?.

Definizione 34. Se la coordinata g, non appare esplicitamente nell’espressione di
L allora si dice che g ¢ ciclica, o ignorabile.

Definizione 35. Chiamiamo momento coniugato alla coordinata q; la quantita
0L
= a5
Proposizione 65. Se la variabile q € ciclica in L, allora il corrispondente mo-
mento coniugato py definito da (11.2) é un integrale primo.

Di: k=1,...,n. (11.2)

Dimostrazione. Segue immediatamente da (11.1).

]

Chiaramente la proprieta di avere una o piu coordinate cicliche dipende dalla
scelta delle coordinate, quindi non e una proprieta intrinseca del sistema lagran-
giano considerato.

Anche quando la variabile temporale ¢ non appare esplicitamente in L abbiamo
una legge di conservazione. Vale infatti la seguente

213



214 CAPITOLO 11. SIMMETRIE E INTEGRALI PRIMI

Proposizione 66. (Integrale di Jacobi) Se la lagrangiana L non dipende da t
allora la funzione

J(q.9) = V4L -q—L(q,q) (11.3)
¢ un integrale primo del sistema lagrangiano (11.1).
Dimostrazione.
d] —~/d OL OL “~ /0L OL
at _ aJdbL . oL .\ oL . L OLLY
it ;(dt a0, " 54, i) ;(M " B i)

lungo le soluzioni di (11.1).

Osserviamo che se la lagrangiana L e della forma
Lo+ L1+ Ly
con L; funzione omogenea di grado j in g, allora
J = Ly — Ly.
Infatti, per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha

11.1.1 Riduzione di Routh

Assumiamo che L = L(y, &, y,t) con x = (x1,...,xs), 1 < s < n un vettore di va-
riabili cicliche e supponiamo che la matrice ZTQ sia definita positiva. Consideriamo
la soluzione

t—q(t) = (x(t), y(t)) (11.4)
del sistema di equazioni di Lagrange definito da L, con condizioni iniziali

Lo, Yo, 3"30, '!IO (115)

per t = 0. Sia
c = V3 L(yo, To, Yo, 0)

il valore del momento coniugato a x, costante lungo la soluzione q(t), e sia
v(y,y,t,¢c)
la funzione definita implicitamente dalla relazione

Vi:l(y,v(y,9,t,¢),y,t) =c. (11.6)
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Osserviamo che si puod applicare il teorema delle funzioni implicite alla (11.6) poiché
vale la relazione
det 62_L #0 (11.7)
ox? ’ '
infatti la matrice gg—n.c% e definita positiva poiché ¢ un minore principale di g%, che
e definita positiva. In queste ipotesi vale la seguente:

Proposizione 67. La componente y(t) della soluzione (11.4) delle equazioni di
Lagrange per L con condizioni iniziali (11.5) é la soluzione delle equazioni di
Lagrange definite dalla funzione

LY 9.0 = [L(y.@.9.0) — -]

E=v(y,3,t,c)
con condiziont iniziali

y(0) = w0, 9(0) =90
e la componente x(t) di (11.4) é definita da

x(t) = w0+/0 v(y(r),y(r),7,c)dr. (11.8)

Dimostrazione. Per la regola di derivazione di funzioni composte abbiamo

oL
I

. oL .. .. ov _
(yayat) - |:a_yh(y>wayat) + (ViL(y>w7y>t) - C) ’ 8_%(yayat7c)]

z=v(y,y,t,¢)

oL .
= |:a_(y7w7yut)}
Yn &=v(y.9.t,)

lungo la componente y(t) della soluzione q(t). Analogamente lungo y(t) abbiamo

oLy . oL, .
ayh <y7y7t> - |:a_yh(yaw7yat)]

z=v(y,y,t,c)
Quindi la mappa t — y(t), che & soluzione di

d OL oL

%% - %(gbway?t) :Oa

z=v(y,y,t,c)

(y7 w‘? y? t)

z=v(y,y,t,c)
risolve le equazioni di Lagrange per Lg). L’equazione (11.8) si ottiene immediata-
mente integrando la relazione

(t) = v(y(1),y(1),t, ).
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Definizione 36. La funzione LS;) della Proposizione 67 ¢ detta lagrangiana
ridotta, oppure funzione di Routh.

Osservazione 45. Se L = Ly + Ly + Ly, con L; omogenea di grado j in T, allora
per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha

LY = [—Ly + Ly)|

z=v(y,y,t,c)

Esempio 28. (moto centrale piano) Usando coordinate polari p, 6 la lagrangiana

si scrive 1
Lp,6,p,0) = 5m(p* + p°6°) = V(p),
quindi la variabile # e ciclica e il suo momento coniugato
oL o
Do o0 P

e un integrale primo. Sia c il valore di tale integrale in corrispondenza alle
condizioni iniziali

p07907p0760
assegnate al tempo ¢t = 0. La lagrangiana ridotta e

C2

c ) 1 .
L (p.0) = gmi* = Vip) = 5.

Introducendo 'energia potenziale efficace

02

Vil(p) =V

r (P)=V(p)+ 5 7
e usando la Proposizione 66 si ottiene che il sistema lagrangiano a un grado di
. N . (o) 5. .
liberta definito da L)’ ha l'integrale primo

C . 1 . (&
T, p) = 5P+ Vi (p),

che corrisponde all’integrale di Jacobi del sistema a due gradi di liberta ristretto

al vincolo dato da %(p, p,0) = c:

c . . C

Esempio 29. (coordinate jacobiane nel piano) Consideriamo tre punti di massa
unitaria che si muovono nel piano sotto 'azione di forze elastiche, con energia
potenziale

k
V(wl,wg,iﬂg) = E(lwl — 632’2 + ‘331 — $3‘2 + ’IBQ — a:3|2),
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dove x;, s, T3 € R? sono le coordinate cartesiane dei tre punti e & > 0 ¢ una
costante. Mostriamo che nelle coordinate &,m, ¢, definite dalle relazioni

Tt TeH T g, g:ml_mz‘g"’?’, (11.9)

(-T2

la lagrangiana del sistema non dipende dalle due componenti di &. Infatti, detta

(2U1,$2,-’133) = (5777, C) = (b(wlaw%w?))a

la trasformazione di coordinate definita in (11.9), la sua inversa ha componenti

L (11.10)

2 1 1 1
$1—5+§C, $2—€—§TI—§C, $3—€+§7’I—3

quindi I'energia potenziale V =) o @' nelle nuove coordinate si scrive
n n
Vien o =S(lc+ 2+l 1"+ mp).

Inoltre, usando la trasformazione corrispondente a (11.9) per i vettori velocita
E 1, C possiamo scrivere ’energia cinetica come segue:

L, . : : L/oie L. 2
T = S ([ + [l + lisl?) = 5 (3 + 51l + 5I¢7).

Osserviamo che la lagrangiana L = T'— V non dipende dal vettore £. Possiamo
quindi applicare il metodo di Routh. Sia ¢ = (¢, ¢) il vettore dei valori dei
momenti

oL _ . oL

Pg = 517 Pey = _352
851 652
La lagrangiana ridotta e
11 ., 2 k n? n| ef?
e S+ 300) -5 3 e o) - 5
r=5 (G H5ICE) =5 (|¢+ 5| H|S—5] +nl 6

11.2 La trottola di Lagrange

Consideriamo un rotatore simmetrico omogeneo di massa m con un punto fisso O,
diverso dal suo baricentro B. Usando la notazione del Capitolo 6 assumiamo che
i momenti principali di inerzia soddisfino le relazioni I; = I, # Is.! Ricordiamo

LQuesta discussione vale piu in generale nel caso di un corpo rigido non omogeneo, con
I, = I, # I3 e con il baricentro sull’asse principale relativo a I3.
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che la velocita angolare del rotatore in termini degli angoli di Eulero ¢, 8,1 e delle
loro derivate ¢ data da

& = (psinfsing + 0 cosh)é} + (@sinf cosy) — sinp)é, + (¢ cosf + 1))él.

Detta ¢ la distanza del baricentro B dal punto fisso O ’energia cinetica T e I’energia
potenziale della forza peso V' sono date da

1 1. 1 .
T = 5& Jod = 511(82 + ¢?sin? 0) + §Ig(w + ¢ cosf)?,
V =mglcosb.

Osserviamo che le coordinate ¢, sono cicliche nella lagrangiana L =T — V. In
corrispondenza abbiamo gli integrali primi

Py = g—fb:Ilgbsin26+13(1/}—|—gbcos@)c0897
oL .
= — =1 4+ P cosb).
Py 00 3(¢ ¥ )

Osservazione 46. I momenti coniugati p,, py corrispondono rispettivamente al-
le proiezioni del momento angolare totale Mo su €3 ed €. Infatti, se Iy, w
rappresentano Jo, @ nella base principale B, si ha

B oL Ow B oL Ow

= — = —" w, = —— = — - w,
e st ha p P
w w
— = (sinfsin 1, sin 6 cos ), cos 67, — =(0,0,1)T.
55 = (smdsingsinfos cosd)’, S = (0,0.1)

Usando le formule (6.23), (6.22) si vede che g—z rappresenta é3 in B'.

I momenti p,, py si conservano perche il momento risultante delle forze esterne
Ny ¢ diretto come la linea dei nodi, che ¢ ortogonale sia a é3 che a é5. Piu
precisamente si ha

Ny = léy x (—mgeés) = mglsinfeéy.

Oltre a p,,, py si conserva anche I'energia totale £ = T+ V, infatti L non dipende
dal tempo e l'integrale di Jacobi in questo caso corrisponde all’energia E.
Mostriamo che il problema si puo integrare a meno di inversioni e quadrature,
cioe che e integrabile secondo Liouville. Scriviamo la lagrangiana ridotta secondo
il metodo di Routh per valori costanti c,, ¢, degli integrali p,, p,,. Abbiamo
1 .

= ————(c, —cypcosh) =:0v,(0,0,cy,c,),

¥ I, Sin29( ® Y ) o s Cp)

: Cy cos 0

b o= 2

o O e cocon) = 0.0,60.c,),
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quindi
Ly 0.0) = [L0.0,6,9) —cop—cud|| =
P=V,P=0y,
1., 1(c,—cycosb)? 1¢
= [P T — mglcosf — =2,
R T A R A ) A
Le equazioni di Lagrange per ng’%) corrispondono alle equazioni del moto unidi-
mensionale p
) (C 75111)
LO=——V,"""(6 11.11
1=~V 6) (1n.11)
con

(co.cp) 1 (¢, — ¢y cosh)?

V 0) =—

R (9) 2 I, sin% 6

per cui il problema e integrabile secondo Liouville.
Siccome L'¢*)

i non dipende esplicitamente da ¢, ’equazione differenziale (11.11)
ha l'integrale primo

+ mgl cos @,

Cyp,C A 1 A Cyp,C
Ei(6,0) = 306>+ Vi (6).

. . . Cp,C . .
Osservazione 47. La conservazione di E;“’ v) corrisponde alla conservazione

dell’energia totale E sugli insiemi di livello p, = c,, py = ¢y (verificarlo!).

Mostriamo che nel piano delle fasi ridotto (6, 6) ¢’¢ un unico equilibrio e tutte

le orbite sono periodiche. Sia e il valore dell’energia Eg“”%) corrispondente alle

condizioni iniziali. Dalla relazione Eg“”%)(& 9) = e, moltiplicando per % sin? 4, si
ottiene
. — 0)? 14
62 sin® 0 + (¢ C}Z}QCOS ) + Qm[g cosfsin? 6 = 2E sin” 6.
1 1 1
Poniamo per semplicita
N L L
L L L 0L

L’angolo di nutazione € varia nell'intervallo [0, 7]. Usando la variabile
u=cosf € [—1,1],
per cui 42 = 02 sin’ 6, si ottiene 'equazione differenziale

u? = (1 —u?)(a— Bu) — (b — au)®.
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Di seguito ricaviamo alcuni aspetti qualitativi del moto. Gli zeri del polinomio
fw) = (1 —u?)(a = Bu) — (b - au)’
corrispondono a valori di inversione del moto di #. Abbiamo che
f-)==0b+a?*<0, f(1)=-(b-a)<0

Consideriamo il caso generico in cui b # a. Poiché lim, ,, f(u) = 400, esi-
ste sempre una radice uz > 1, che non corrisponde a valori reali di 6. Ma
lim, , o f(u) = —oo, quindi affinché il moto possa esistere il polinomio f(u)
deve avere 2 radici uy, ug in (—1,1):

u; < cosf < ug.

Definizione 37. Si dice luogo dell’asse di simmetria la curva descritta dal
punto di intersezione dell’asse di simmetria con la sfera unitaria centrata in O.

Tale curva e compresa tra due cerchi limite, di co-latitudine
0, = arccos uq, 0y = arccos us,

in corrispondenza ai quali 6 si annulla.

Poniamo
_ b
u=—.
a
Si presentano i 3 casi seguenti:
1. Se u > us, dalla relazione
. b—acost
sin? 6

si trova che ¢ ha lo stesso segno per tutti i possibili valori dell’angolo di
nutazione compresi tra 67 e 6. Quindi ’asse del rotatore precede attorno
all’asse verticale in modo irregolare, cioe¢ appaiono anche delle nutazions.

2. Se u; < 4 < wuy la direzione del moto di precessione e diversa in corri-
spondenza dei due cerchi limite. Il luogo dell’asse di simmetria presenta dei
loop.

3. Se 4 = u; oppure u = ug allora sia 0 che ¢ si annullano sul cerchio limite
corrispondente ed il luogo dell’asse di simmetria ha delle cuspidi che toccano
il cerchio limite.

Osserviamo che per condizioni iniziali § = 6y € (0,7), 0 = ¢ = 0 si ha
necessariamente 0y = ,, infatti il rotatore parte sempre in caduta.
. inserire figura del luogo dell’asse di simmetria ...
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11.3 Teorema di Noether

Ricordiamo le proprieta dell’azione ¢ : U x G — U di un gruppo a un parametro
di diffeomorfismi G su un insieme U. In particolare consideriamo G = R, U = R".

i) o : R" — R" & un diffeomorfismo per ogni o € R;
ii) o = 1d;
ili) @ats = @a © @p per ogni o, 5 € R (proprieta di semigruppo);

Oltre a ¢,(q),q € R"™ useremo anche la notazione ¢(q,«) e assumeremo in
seguito che le mappe ¢ siano di classe C? nella coppia di variabili (g, ).

Definizione 38. Dato un gruppo a un parametro di diffeomorfismi ¢, (q), si dice
generatore infinitesimo dell’azione il vettore

I
= —(q,0). 11.12
£la) = 5 -(a.0) (11.12)
Osservazione 48. Se F : R" — R" ¢ una funzione di classe C*, tale che il flusso
integrale ®(u,t) dell’equazione differenziale v = F(u) sia completo (cioé definito
su tutto R), allora ® é un azione di R su R™.

Osservazione 49. Piu in generale, si puo definire ’azione di un gruppo locale,
cioe ci st puo restringere ad un intervallo in cui € definito il parametro del gruppo:
nell’osservazione precedente questo permette di considerare anche il caso in cui il
flusso mon sia completo.

Proposizione 68. Ogni azione p(q, ) ¢ il flusso del suo generatore infinitesimo.

Dimostrazione. La tesi segue dalla definizione di derivata parziale e dalla proprieta
di semigruppo:

Op . plgath) —pga)
90 @) = Jm h -
_ }lll_% go(cp(q,oz),h) ; <P(<P(q704)70) _ g_g(SO(Q>a)a0> _ 6(90((17&))-

Osservazione 50. Nel contesto delle varieta ho bisogno di restringermi ad un’a-
zione locale (gruppo a un parametro locale di diffeomorfismi), vedi [17].
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Si consideri I'azione di un gruppo G a un parametro (locale) di diffeomorfismi
di classe C? sulla varieta delle configurazioni C:
qa— Q= ¢a.(q) = ¢(q,a),

e la corrispondente azione indotta sul fibrato tangente 7°C:

(@.4) = (Q.Q) = (la.0). 32 (.0)4)

Vale il seguente

Teorema 2. (Noether) Se la Lagrangiana L : R™ xR" xR ¢ invariante per [’azione
indotta su TC per ogni t € R, cioe

. Op .
La.4.t) = L(p(a.0). 5 (a.0)d.1). (11.13)
allora le equaziont di Lagrange ammettono lintegrale primo

1(q,q,t) = p(q,q,1) - &(q). (11.14)

dove p = g—g ¢ il momento coniugato a q e & e il generatore infinitesimo dell’azione
Yo, dato dalla (11.12).

Dimostrazione. Deriviamo la (11.13) rispetto ad « e valutiamo il risultato in oo = 0:

0 Op .
0 = g He@a Go@at)| =
oL, . D oL D

in cui abbiamo usato?

O
v(q,0) = q, a—q(q, 0) = Id.

Lungo le soluzioni ¢t — gq(t) dell’equazione di Lagrange, scambiando I'ordine di
derivazione e ricordando la (11.12) si ha

doL, . dp oL D

0 = 22%4.4,0)-Z2(q,0) + £Z(q,4,0) - ) —
dtaq(%q, ) 5 (@ )+3q(q7q, ) aqaa<q’ )d
d (OL, . Jp

= — (= 1) - —(q.0
dt(aq(q,q, ) 5. @ )),
2la seconda relazione segue da
e _ . plgt+ken0) —(q,0) ke _
T%(Q»O)—%lﬂ) 2 = lm —= =en, h=1,....n
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quindi, per la (11.12),
oL
1 1) = — ], 1) -
(2.9:t) = 5-(a.4.1) - £(9)

¢ un integrale primo del sistema lagrangiano.

Esempio 30. Consideriamo la lagrangiana

) 1 .
L(q,q) = §m\q|2 — V(lql), q € R?,

relativa al moto di un punto materiale P di massa m in R3, soggetto ad una forza
centrale, di centro l'origine del sistema di coordinate, con energia potenziale V.
La lagrangiana L ¢ invariante per l'azione ¢(q,a) = R,(a)q dove R,(a) ¢ la
matrice di rotazione di un angolo qualunque « attorno ad un qualunque asse Oa
di direzione a (|a| = 1), passante per l'origine O.

Il generatore infinitesimo dell’azione e

£(q) =axgq

dove A ¢ la matrice antisimmetrica associata ad a tramite la relazione

Au = a X u, per ogni u € R
Questo si puo vedere calcolando esplicitamente la soluzione generale

u(t) = exp(tA)uy, uy € R?
dell’equazione differenziale lineare
u = Au
e notando che
exp(tA) = Ri(a).

Possiamo assumere per semplicita che @ = (0,0, 1), quindi & = @ X w si scrive

Uy = —us, Uz = —uy, uz =0,
il cui flusso integrale ¢ ®(uo,t) = Ryup, con

cost —sint O
R, = | sint <cost O
0 0 1

Dal Teorema di Noether si ottiene quindi l'integrale primo
I(q,g)=maxqg-g=mgxq-a

per ogni scelta di @ € R3. Dall’arbitrarieta di a otteniamo quindi la conservazione
del momento angolare rispetto al centro O.
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Mostriamo adesso come si trasformano i flussi in corrispondenza ad un cam-
biamento di coordinate.

Proposizione 69. Sia ®'(x) il flusso integrale dell’equazione differenziale
x = F(x). (11.15)

Consideriamo un cambiamento di coordinate y = u(x) e l'equazione differenziale
corrispondente a (11.15) nelle coordinate y:

y=G(y), (11.16)
dove 5
G = <£ F) oul. (11.17)
Allora la mappa
Ui(y)=uo® ou'(y) (11.18)

¢ il flusso integrale di (11.16).
Dimostrazione. Osserviamo che si ha
U (y) =uo®’. (11.19)

Inoltre, dalla formula (11.18) e dalla relazione

- [ oo
che segue dalla (11.17), si ottiene
d d 1
V(W) = S(ucdou(y)
ou 1 d t -1
= (@ ou(y) (2 ou(y))
= gt i) B(@ o u” ()
Ou [0u7—1! 1
= (Galos) (Gow)(@ou"w)
— G(uo@toufl(y))
= G(T'(u)).

]

Nella dimostrazione della prossima proposizione useremo il seguente risultato:
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Teorema 3. (rettificazione locale) Sia ®'(x) il flusso dell’equazione differenziale
= F(x), x e R",

e sia & € R" tale che F(x) # 0. Allora esiste un intorno U di & ed un cambia-
mento di coordinate locale

Usxz—y=u(x),

tale che
u o Wl(y) =® ou(y), (11.20)

dove
\Ilt(y> =Y + tela

cioé il flusso ®' nelle nuove variabili é lineare in t.

Dimostrazione. A meno di traslare I'origine e rinumerare le coordinate possiamo
assumere che

x =0, F1(0) #0,
dove Fi e la prima componente di F'. Consideriamo la mappa

’lU(y) = o (Oa Y2y ... 7yn)~

Dalle relazioni

ow ow
a_yl(O)_F(O)7 a_yj(o)_ej) j_27 , N
si ottiene
15}
det %(0) — F1(0),

quindi w definisce un diffeomorfismo da un intorno ¥V di y = 0 ad un intorno U
diz=0. Siau=w":U — YV il difftomorfismo inverso.
Ponendo

U'(y) =y +te

e usando la proprieta di semigruppo del flusso si ottiene la (11.20), infatti

wo W(y) = &V (0,45, ... ,y,) = B 0o w(y).
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Proposizione 70. Sia L(q, q,t) una lagrangiana invariante per l’azione @,, cioé
tale che

L(q.d4.1) = L(gala), aa—fm)q, 0

per ogni o € R. Sia inoltre ¢ una configurazione per cui €(q) # 0, dove & ¢ il
generatore infinitesimo di p,(q). In queste ipotesi esiste un intorno U di q ed una
trasformazione di coordinate

Usq— Q=ulq)

tale che la coordinata Q)1 (i.e. la prima componente di Q) sia ciclica nella lagran-
giana
Ou~t

Doy i )

£(Q,Q.t) = L(u (Q), 20 (Q)Q,t), (11.21)
che per la Proposizione 62 definisce la stessa dinamica lagrangiana nelle coordinate
Q.

. . . . _ _ b .
Dimostrazione. Consideriamo q tale che £(q) # 0, con £(q) = 32(q,0). Per il
teorema di rettificazione del flusso (vedi Teorema 3) possiamo trovare un cambia-
mento di coordinate @ = u(q) in un intorno di q che coniuga I’azione ¢, che ¢ il
flusso del suo generatore infinitesimo &, alla mappa

N.(Q) =Q +ae; =uop,ou ' (Q).

Inoltre la lagrangiana L, definita da (11.21), & invariante per I’azione 7),, infatti

£QQ0) = (@, % (@) =
= Lpeou @[5 0w Q) S (@011) =
= L onl@) [T ol @) T Q). 1) =
— L@, TE@Q) - L@+ ae Q). (1122

Nel ricavare la relazione precedente abbiamo usato l'invarianza di L per ’azione
. ¢ la relazione di coniugazione, che si puo scrivere anche

u T on, =paout

da cui, derivando rispetto a Q, si ottiene

ou~! One

_ O0pq - ou~!
8@ Ona(Q)w - U

olv}

Q)
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Concludiamo che £ ¢ indipendente da @), infatti dalla (11.22) segue che

‘C(Q + hela Qa t) B E(Qa Qa t)

N =0.

oL : .
aT)l(Q,Q,t) = lim

11.4 Esercizi

Esercizio 49. In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Oxy. Si
consideri il sistema meccanico descritto in figura, composto da N punti materiali
Py ... Py, di ugual massa m. I punti P; possono scorrere su una circonferenza
di raggio R centrata in O. Inoltre ogni punto P;,j = 1...N, e collegato sia a
P;_; che a P11 da molle uguali di costante elastica k (abbiamo assunto Py = Py,
Py = Py). Supponiamo che la guida sia liscia e che i punti materiali possano
attraversarsi a vicenda. St usino come coordinate lagrangiane gli angoli 0;,j =

1...N che i segmenti OP; formano con l'asse Ox.

Y,

&‘

(1) Scrivere la lagrangiana L del sistema.

(ii) Determinare un’azione ¢o(0),0 = (01,...,0y), del gruppo R sul toro TV
tale che L sia invariante per lazione indotta su TTY, scrivere il generatore
infinitesimo &(0) dell’azione ¢,(0) e trovare il corrispondente integrale primo
del sistema lagrangiano associato ad L.
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(iii) Trovare una trasformazione di coordinate (61, ...,0n5) =0 5O = (©1,...,0n)
per cui la lagrangiana L, scritta nelle nuove coordinate, abbia una variabile
ciclica.?

(iv) Scrivere la lagrangiana ridotta con il metodo di Routh.
(v) Scrivere le equazioni degli equilibri nello spazio delle fasi ridotto.

(vi) Verificare che, se N > 4, le configurazioni con 041 —0; = 3%, j =1...N
corrispondono ad un equilibrio stabile nello spazio delle fasi ridotto.

3Suggerimento: (1) scrivere il flusso integrale ®,(8) di 8 = £(6); (2) considerare la trasfor-
mazione V(6) = @y, (0,02, ..., —0n) e scrivere il campo vettoriale £ nelle variabili ®@ = ¥(0);
(3) osservare che la variabile ©; & ciclica nella lagrangiana espressa in funzione di ©, ©.



Capitolo 12

Equilibri e stabilita

Caratterizziamo le configurazioni di equilibrio per le equazioni di Lagrange e successiva-
mente ne studiamo la stabilita tramite linearizzazione o tramite il metodo della funzione
di Lyapounov. Consideriamo anche le piccole oscillazioni attorno ad una configurazione
di equilibrio stabile.

12.1 Caratterizzazione degli equilibri

Consideriamo le equazioni di Lagrange
S =, h=1,....n (12.1)

per vincoli fissi, cioe T = Ty = %q - A(q)q, e per forze non dipendenti da t. Le
(12.1) si possono scrivere nel modo seguente:

Alq)§ =F(q,q) (12.2)

con

Fla.4) = Q(a.4) + V(0. 4) ~ (0. )i

Poiché A ¢ definita positiva, le (12.2) si possono mettere in forma normale ed
equivalgono al sistema di equazioni del primo ordine

q="v,
. _ 12.3
{ v =A""(q)F(q,v). (12.3)
Si ottiene che i punti di equilibrio sono della forma (g, q) = (qo,0),

Q(q0,0) =0, (12.4)
infatti F(q,0) = Q(q,0).

229
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Definizione 39. [ valori qq, soluzioni di (12.4), si chiamano configurazioni di
equilibrio.

Osservazione 51. In corrispondenza alle configurazioni di equilibrio qo si hanno
soluzioni costanti x(t) = x(qo) delle equazioni di Newton.

Se le forze attive derivano da un’energia potenziale generalizzata V(q,q) =
Vo(q) + Vi(q, q) possiamo scrivere la lagrangiana

L(q,4) = 24 A(Q)d - V(a.d).

2
In questo caso le configurazioni di equilibrio sono definite dall’equazione
oV
— =0 12.5
Sl =0, (12,5

infatti, dalla relazione

dovi Vi 9V

Q=7 og oq 0q’
tenendo conto che
. doVy Oa . ovy o0a7T .
V, = . - - —_ - | ==
sl ottiene 9V
Qg.0) = —5 (@)

12.2 Linearizzazione attorno a un equilibrio

Dato un punto di equilibrio (qo, 0), proviamo ad analizzare la sua stabilita linea-
rizzando le equazioni (12.3) in un intorno di questo punto. Poiché i termini

dA
5odA
Vol i

sono almeno quadratici omogenei in g, le equazioni linearizzate sono

q = v?
{ v = A" (qo) [%((Im 0)(g — qo) + %(qo, O)v] . (12.6)

Se le forze attive derivano dall’energia potenziale V(q,q) = Vo(q) + a(q) - g si ha
(vedi Sezione 10.7)
Vo

Q(q,ri)z—gq

(q) + B(q)q
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e le equazioni linearizzate sono

q=wv,
. _ 12.7
L @@t a - Blal, 2D
dove B ¢ antisimmetrica con componenti B;; = g%? — g;;]_'. Le (12.7) sono le

equazioni di Lagrange per la funzione

Lo(a.d) = 5d- Alo)d —Vilao) — 5(a —a0) - Vi'(a0)(a — a0

— |a(qo) + Z—Z(qo)(q - qo)] -q (12.8)

che ¢ lo sviluppo di Taylor di L(g,q) al secondo ordine centrato in (go,0). Ve-
rifichiamo che le (12.7) corrispondono alle equazioni di Lagrange per Ly. Dalle
relazioni

oL . oa
8—; = Alg)d — alg0) = 5 (@0)(q ~ @),
aLO o ” 30, T .
Tg = W —a) ~ 5 (@) d
sl ottiene
d aLO aLO _ .. aa aa T . 7
W oe ge = AMavi— (5 (@)~ [5o@)] )a+ Vi a)a - ),

che dimostra che le equazioni di Lagrange per Ly corrispondono alle (12.7).
Nel caso particolare in cui V' = Vj, tralasciando la costante —Vj(qq), si ottiene

. 1. 1
Lo(q,9) = 54 Alq0)d — 5(q — q0) - V"(90)(q — q0). (12.9)
Le equazioni di Lagrange per (12.9) sono

A(qo)G+V"(qo)(q — qo) =0 (12.10)

e si possono scrivere come

{ 3 ] — Aqo) l £ } , (12.11)

HE

con

A(qo) = { _A—l?///(qo) (I) ] )
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In questo caso la matrice del sistema linearizzato ha autovalori che dipendono solo
dagli autovalori di A='V”(qy). Siccome A(qp), V"(qo) sono simmetriche, con A
definita positiva, sappiamo (vedi Sezione 12.7) che gli autovalori A, di A=*V"(qo)
sono reali e che possiamo trovare una base di autovettori

B={uy,...,u,}
ortonormali rispetto al prodotto scalare definito da A(qy), cioe tali che
uy, - A(qQo)ur = Ong,

dove 0y, € il delta di Kronecker. Per il teorema di Binet si ha
det(A™V" — M) = det A~ det(V" — \A),

quindi gli autovalori \;, si possono calcolare risolvendo 1" equazione

det(V"(go) — AA(go)) = 0,

detta equazione secolare, evitando di calcolare A71(qgg). Inoltre si ha

up - V//(QO)uk = up, - MeA(qo)ur = Al

cioe nella base B entrambe le matrici A(qo), V" (qo) sono in forma diagonale.
Osserviamo che, se A, h = 1,...,n sono gli autovalori di A7'V"(qy), allora gli
autovalori di A(gg) sono

+ —/\h, hzl,...,n.

In particolare, se A\, < 0 per qualche k allora (qo,0) & instabile perché il sistema
(12.11) ha un esponente di Lyapounov positivo.!

Se A\, > 0 per h =1,...,n allora gli autovalori di A(gp) sono tutti immaginari
puri oppure nulli, quindi gli esponenti di Lyapounov sono tutti nulli ed il metodo di
linearizzazione non ci permette di concludere niente sulla stabilita di go. In questo
caso per studiare la stabilita possiamo usare il metodo descritto nella prossima
sezione.

12.3 1l teorema di Lagrange-Dirichlet
Si consideri un punto di equilibrio @ del sistema di equazioni differenziali

@=F(z), xcR" (12.12)

Lgli esponenti di Lyapounov di un punto di equilibrio «y di un sistema di equazioni differenziali

. . . . . .9
@ = F(x) sono le parti reali degli autovalori della matrice %E ().
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Definizione 40. Si dice che una funzione f € CY(U;R), definita in un intorno
U di un punto di equilibrio xo di (12.12), € una funzione di Lyapounov per xq se
valgono le sequenti proprieta:

i) f(x) > f(xo) per ogni @ € U\ {xo};
i) Z—J;(a:) <0 per ogni x € U.

dove L ¢ la derivata di f lungo una qualunque soluzione di (12.12), cioe

dt
4

“ @) = V(@) Fla)

Vale il seguente risultato:

Teorema 4. (Lyapounov) Se un punto di equilibrio ammette una funzione di
Lyapounov allora e stabile.

Dimostrazione. Sia f : U — R una funzione di Lyapounov per il punto di equilibrio
xo € U, dove U & un aperto di R™. Per ogni palla B = B(xg,r) di centro x, e
raggio r contenuta in U sia OB la sfera che costituisce il bordo di B e definiamo

"= )

Consideriamo la componente connessa V' dell’insieme
{x € B: f(x) <m}

che contiene xy. Se y € V, allora la traiettoria della soluzione x(t) = x(¢;0,y)
di (12.12) che parte da y al tempo ¢ = 0 non potra mai uscire da B per tempi
t > 0 perche per farlo dovrebbe necessariamente passare dal bordo di B sul quale
la funzione composta f(x(t)) avrebbe un valore superiore al valore iniziale f(y),
contraddicendo la proprieta i) delle funzioni di Lyapounov.

O

Teorema 5. (Lagrange-Dirichlet) Consideriamo il sistema lagrangiano definito da

L(a.4) = 34~ Ala)d ~ Vila) - Vilg.d) (12.13)

Se qo ¢ un minimo locale stretto di Vi allora qo € una configurazione di equilibrio
stabile.
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Dimostrazione. Si osserva che qo € una configurazione di equilibrio in quanto
soddisfa (12.5). Siccome la lagrangiana (12.13) non dipende da ¢, allora la funzione

T(a.4) = 5d- Al@)d + Vola).

¢ un integrale primo delle equazioni di Lagrange per L (& Uintegrale di Jacobi,
vedi Proposizione 66). Inoltre (go,0) ¢ un punto di minimo locale stretto per
J(g,q), quindi si puo usare J(q, q) come funzione di Lyapounov relativa al punto

(q,q) = (qo, 0) restringendola ad un opportuno intorno di tale punto.
O

12.4 Analisi della stabilita

Nel caso in cui le forze generalizzate siano conservative, con energia potenziale
V = Vi(q), lanalisi del solo spettro di V"(qo), dove gy ¢ una configurazione di
equilibrio, ci puo permettere di determinare le proprieta di stabilita dei punti di
equilibrio di (12.11).
Se V"(qp) ha tutti gli autovalori positivi allora gy ¢ un minimo stretto (non
degenere) di V', quindi il punto (g, 0) & stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet.
Se V"(qp) ha un autovalore p < 0 con autovettore v, sia

v = E VpUp
h

I’espressione di v come combinazione lineare degli elementi della base B. Allora

0 > M|U|2 =7v- V”(QO)U = Z VpUxUp, - QO Uy = Z VpURA LU, - (QO)uk =

h,k=1 h,k=1
n n
2
= E Uhvk)\k5hk: E Uh)\m
h,k=1 h=1

quindi esiste k con A\, < 0 ed il punto (qg, 0) € instabile perche il sistema lineariz-
zato (12.11) ha un esponente di Lyapounov positivo.

Esercizio 50. Si consideri il sistema meccanico in Figura 50, in cui A = (—2,0), B
(2,0) e la guida circolare, centrata nell’origine del riferimento Oxy, ha raggio uni-
tario. Calcolare tutti gli equilibri e studiarne la stabilita al variare dei paramentri.

Esercizio 51. Nel piano Oxy si consideri il sistema meccanico formato da n punti
materiali Py, ..., P, di ugual massa m. Il punto P; e vincolato a muoversi sulla
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P
\\ (e/
A \cj B

retta x =1, i = 1,...,n. Inoltre ogni P; ¢ collegato ai punti P;_; e P;iy da due
molle di costante elastica k, dove si é posto Py = (0,0), P,11 = (n+1,0). St usano
come coordinate i valori ¢; = y;,1 = 1,...,n delle ordinate dei punti P;. Scrivere
le equazioni di Lagrange, trovare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

12.5 Stabilizzazione con termini girostatici

Se le componenti lagrangiane delle forze attive ammettono un’energia potenziale
generalizzata V' (q, q,t) = Vi(q,t) + Vi(q, g,t) e possibile che un punto di massimo
di Vj sia stabile: infatti la presenza del termine V; modifica lo spettro del linearizza-
to, anche se non modifica gli equilibri. Questo fenomeno si chiama stabilizzazione
girostatica.

Esempio 31. (oscillatore armonico in un riferimento rotante)

Fissiamo un sistema di riferimento ¥ = O é1é2é3 in R3. Consideriamo un punto
materiale di massa m collegato all’origine O del riferimento da una molla di costante
elastica k. Scegliamo delle condizioni iniziali g, &g per il punto al tempo t = 0. Siccome
il campo di forze é centrale, dalla conservazione del momento angolare sappiamo che il
moto € piano. Possiamo quindi orientare il riferimento 3 in modo tale che, per queste
condizioni iniziali, il moto avvenga nel piano Oxy. Consideriamo adesso un riferimento
Y = 0'¢élé,él, con O = O, e con velocita angolare costante & = weés, w # 0, rispetto
a .

La stabilita dell’origine per l’oscillatore armonico é nota a priori in 3, e vale anche
in X', Introduciamo coordinate cartesiane q € R? relative a ¥/ e studiamo la stabilita
dell’equilibrio qo = 0 nel riferimento rotante con il metodo della linearizzazione.

L’energia potenziale, tenendo conto delle forze apparenti, é

1 1 1 .
V(g,q) = §/-€|q|2 = gmlw x g’ +mq-wxq= 54 (kI +mQ?)g+mq-w x ¢, (12.14)

con

o)

I
o & o
o o
o OO
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infatti
lw x q|* =Qq - Qq = —q-Q?q,

poiché QT = —Q. Possiamo scrivere la (12.14) come V = Vo + V4, con V; omogenea di
grado j in q.
Gli equilibri (in questo caso solo qo = 0) si ottengono cercando i punti critici di Vj.
Se w? > % allora V' ha autovalori negativi, quindi se considerassimo solo il termine Vp
per lo studio della stabilita si otterrebbe che 'origine ¢ instabile, che é falso.
Includiamo adesso anche Vi nello studio della stabilita. Le equazioni del moto
corrispondenti all’energia potenziale (12.14) si scrivono

k
g=——qg—wx(wxgq)—2wxgqg
m

oppure, come sistema del primo ordine,

<g>:A<Z>’ A:[—(QIOJFQ?) —ég]

Dato che la terza componente di q e di q ¢ identicamente nulla, possiamo descrivere il
moto con il sistema

(o)=r(e) =l )

k 0 -1
z:(q17QQ)T7 /3:(")2_%7 J:|:1 O:|

dove

Gli autovalori di I' si ottengono dall’equazione
det(T' — M) = M +2(2w? — B)N2 4+ B2 = 0. (12.15)

Il discriminante e f
A = 16w*(w? — B) = 16w*— > 0,
m

quindi le radici \* di (12.15) sono reali e distinte. Inoltre, dato che 2w? > (3, per la
regola dei segni di Cartesio le radici \*> sono negative o nulle e gli autovalori di T sono
immmaginars puri o nulli:

)\172 = j:z'w, )\374 = j:z'w', w' 75 w.
L’origine risulta quindi una configurazione di equilibrio stabile.

Osservazione 52. L’esempio precedente mostra che nel teorema di Lagrange-
Dirichlet lipotesi che qo sia un punto di minimo stretto per Vo € una condizione
sufficiente, ma non necessaria, per la stabilita di qy, infatts

Vy' = kI +mQ? = (k — mw?)I

e, se w > \/k/m, allora gy = 0 ¢é un punto di massimo per V.
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12.6 Piccole oscillazioni attorno a un equilibrio
stabile

Assumiamo che la lagrangiana abbia la forma
L=T,-V,

con V =V, e che gy sia un minimo non degenere di V. Quindi, per il teorema di
Lagrange-Dirichlet, gy € una configurazione di equilibrio stabile. Siano Ay, ..., \,
gli autovalori di A~'V"(qy), soluzioni di

det(V"(qo) — AA(qo)) = 0.

Osserviamo che moltiplicando scalarmente 'equazione V" (qo)u, = A Auy, per uy,

si ottiene .
Cup -V (qo)un

A =
" Uup - A(Qo)uh

La soluzione generale del sistema lineare (12.10) ¢

> 0, h=1,...,n.

q(t) =qo+ Z cp cos(wht + wn)un, (12.16)
h=1

con ¢, > 0, ¢, € SY, w, = VA, > 0, come si puo facilmente verificare per
sostituzione di (12.16) in (12.10).

Le quantita wy si chiamano frequenze proprie del sistema e le famiglie di
soluzioni particolari

cp cos(wpt + op)up, h=1,...,n

si chiamano modi normali di oscillazione attorno all’equilibrio qq.

12.7 Diagonalizzazione simultanea di forme qua-
dratiche

Consideriamo le forme quadratiche
a(x) =x - Az, b(x) = x - Bz, xz e R"
con A, B matrici di ordine n simmetriche, A definita positiva. L’insieme di livello

Ea={xeR":a(x) =1}
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e un ellissoide, quindi € compatto. Dunque esiste x; € £4 tale che
b = min b(x).
(1) = min b(x)

Il vettore &; ¢ un punto stazionario di b(x), vincolato a £4. Dal metodo dei
moltiplicatori di Lagrange si ottiene

B.’,Ul = >\§1)A$1, Irq - AiBl = 17

per cui x; € E4 & autovettore di A~'B con autovalore )\gl) = b(x1).

Sia 8"~ ! = x{ il sottospazio di dimensione n — 1 costituito dai vettori di R"
ortogonali a x; rispetto al prodotto scalare definito da A. Denoto con 52_2 =
E4 N S™ ! Pellissoide di dimensione n — 2 e considero &, € 52_2 tale che

b(xz) = min b(x).

mégz_z
Dal metodo dei moltiplicatori di Lagrange
BCCQ = )\52)14(132 + )\EZ)ACIH, Lo Awg = 1, o Awl =0. (1217)

Moltiplicando scalarmente per x; la prima delle (12.17) e usando la simmetria di
A e B si ottiene

)\9) = Bxy =xy- Bx, = Ag”w? - Axy =0,

per cui @y, € £4 2 & autovettore di A~'B con autovalore )\f) = b(xy). Tale
procedimento si puo iterare cercando per ogni k = 3,...,n un vettore x; € R"
tale che

b(xr) = min b(x),
wengk
con E17F = £,N8" 7+ ed S"F*1 il sottospazio di dimensione n—k+1 costituito
dai vettori di R™ ortogonali a x1,...,x;_1 rispetto al prodotto scalare definito da
A. In questo modo trovo una base B = {x,...,x,} di autovettori di A~'B
ortonormali rispetto al prodotto scalare definito da A, con autovalori reali

/\1 = b<331>, )\2 = b(wg), e )\n = b($n>,

dove \; = )\y ). Per calcolare esplicitamente gli autovalori A; si risolve I’equazione
secolare
det(B — \A) = 0.

Denoto con U la trasposta della matrice che ha come colonne i vettori della base
B. Osserviamo che si ha

_ = diag( M1, ..., An 12.18
UTAU =1, UTBU = diag(Ay, . .., An), (12.18)

infatti ; - Ax; = 0;; e ®; - Bx; = \jx; - Ax; = \;0;;. Concludiamo che le forme
quadratiche a(x), b(x) sono rappresentate da matrici diagonali nella base B.
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12.8 Esercizi

Esercizio 52. Si fissi un sistema di riferimento Oxyz con asse Oz verticale ascen-
dente e si consideri il sistema meccanico descritto in figura, mobile nel piano Oxz,

composto da N punti materiali Py, ..., Py di ugual massa m. I punti P; possono
z
X
0 s1
t s2
P1 s3
P2
P3
sn
PN

scorrere su una guida rettilinea incernierata nell’origine O. Inoltre delle molle di
ugual costante elastica k collegano O a Pi, e P; a Py, j=1...N —1. Sul siste-
ma agisce anche la forza di gravita, di accelerazione g. Supponiamo che la guida
sia liscia e che 1 punti materiali possano attraversarsi a vicenda. Si usino come
coordinate lagrangiane [’angolo 0 che la guida forma con la direzione verticale,
Pascissa s1 di Py sulla guida e le ascisse relative sj, 7 = 2... N dei P; calcolate
rispetto ai Py sulla guida.

(i) Scrivere la lagrangiana del sistema.
(11) Calcolare tutte le configurazioni di equilibrio.

(i1i) Determinare la stabilita degli equilibri.

Esercizio 53. Si fissi un riferimento Oxyz con asse Oz verticale ascendente e
st consideri il sistema meccanico descritto in figura, mobile nel piano Orz, dove
Or ¢ un asse giacente nel piano Oxy. Il sistema € formato da un disco omogeneo
di massa m e raggio R che puo rotolare senza strisciare su una guida rettilinea
passante per O, che forma un angolo costante o € (0,7/2) con l’asse Or. Il piano
Orz viene fatto ruotare attorno all’asse Oz con velocita angolare costante @ = wz.
Sul sistema agisce anche la forza di gravita, di accelerazione g.

Usando come coordinata l’ascissa s del baricentro B del disco sulla guida

(i) calcolare l'energia potenziale della forza centrifuga agente sul disco nel rife-
rimento rotante;
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N

o

(11) scrivere la lagrangiana e 'equazione di Lagrange;
(111) trovare le configurazioni di equilibrio relative, nel riferimento rotante, e di-

scuterne la stabilita.

Esercizio 54. Si fissi un sistema di riferimento Oxyz con asse Oz verticale ascen-
dente e si consideri il sistema meccanico descritto in figura, mobile nel piano Oxz,

composto da N punti materiali Py, ..., Py di ugual massa m. I punti P; possono
z
X
0 sl
t s2
P1 s3
P2
P3
sn
PN

scorrere su una guida rettilinea incernierata nell’origine O. Inoltre delle molle di
ugual costante elastica k collegano O a Py, e P; a Py, j=1...N —1. Sul siste-
ma agisce anche la forza di gravita, di accelerazione g. Supponiamo che la guida
sia liscia e che © punti materiali possano attraversarsi a vicenda. Si usino come
coordinate lagrangiane [’angolo 0 che la guida forma con la direzione verticale,
Pascissa s1 di Py sulla guida e le ascisse relative sj, 7 = 2... N dei P; calcolate
rispetto ai Py sulla guida.

(1) Scrivere la lagrangiana del sistema.

(11) Calcolare tutte le configurazioni di equilibrio.

(11i) Determinare la stabilita degli equilibri.



